
  

  بسم االله الرحمن الرحيم
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  انـابـحس لـمـمك
  هاي مكمل رياضي از سري كتاب

  

  بيات ، جعفري ،  اشرفي،  ابراهيمي ،آل ياسين،: استادان مؤلف

   ، سپهري ، نصر ، هاشملي و ياوري رفيعيخادمي ،

  استاد اشرفي: هماهنگي و نظارت علمي

  

  
  88512525: تلفن

www.MSBook.ir   
  9 پلاك- ابتداي خيابان شهيد دكتربهشتي- تهران : آدرس



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  مكمل حسابان .................................................................................................................. :نام كتاب

   آل ياسين ، ابراهيمي ، اشرفي ،.........................................................................................:ينمؤلف

    رفيعي ، سپهري ، نصر ، هاشملي و ياوريبيات ، جعفري ، خادمي ،

  انتشارات فكور .........................................................................................................................:ناشر

  1390 - دوم  .....................................................................................................................:ت چاپنوب

   جلد2500 ..........................................................................................................................:شمارگان

   تومان7500 .......................................................................................................................... :قيمت

  978 - 964 - 8831 - 48 - 1 ............................................................................................. :شابك

  

  

  

  

  
  

  

  

  ؛ هماهنگي و نظارت ] و ديگران ... [ ياسين  استادان مولف آل / مكمل حسابان    :  عنوان و نام پديدآور

  .في ؛ ويرايشگر علمي آهنگرعلمي اشر      

  .1389فكور، : تهران  :  مشخصات نشر

  .مصور.:  ص224  :  مشخصات ظاهري

  .هاي مكمل رياضي سري كتاب...   :  فروست

  .هاي تخصصي رياضيات دبيرستان مجموعه كتاب    

  1-48-8831-964-978  :  شابك
  فيپا:  نويسي  فهرستوضعيت

  )متوسطه( راهنماي آموزشي -- حسابان  :  موضوع
  )متوسط(ها و غيره   مسائل، تمرين-- حسابان  :  موضوع

  -1345ياسين، حامد،  آل  :  شناسه افزوده
  -1356اشرفي، عباس،   :  شناسه افزوده
  آهنگر، عطااللّه، ويراستار  :  شناسه افزوده

  3/303QA/م67  1389  :  بندي كنگره رده

  076/515  :  بندي ديويي رده

  2102363  :  شمار كتاشناسي مليّ

����:  
  

  

 �	
 ���� �
 �پ و ��� ا� ا�� را ��ارد و �������   از)ه�& %�$  #�#! و  #�"!  � 
 �0/ .�-�د "����! "�ار�!٢+ ��د*��%����ن  1��/ از �"  ����3. 



  

  

  :سخني با استادان محترم رياضي
  

  .باشد هاي مكمل رياضي مي كتاب مكمل حسابان از مجموعه كتاب

 و تاكنون پنج شندبا سترش و آموزش درس رياضي ميطور اختصاصي مربوط به گ ها به اين مجموعه كتاب

  .ي دبيرستان منتشر شده است جلد از آن براي دوره

ايم از تغيير كتاب درسي با رويكرد آموزش كاربردي و هندسـي مفـاهيم رياضـي                  كرده در اين كتاب سعي   

هـاي   در مجمـوع ويژگـي  . پيروي كنيم و با طرح مطالب از طريق شكل، مفاهيم را بسط و گسترش دهيم   

  :كتاب عبارتند از

  . نسبتاً دشوار طراحي شده است،در اين كتاب مسائل  )1

1كتاب تقريباً   در اين     )2
تا به ) اند كه با ستاره مشخص شده(اند  نشده باقي مانده   هاي كتاب حل     سوال 3

  .آموزان تعيين شود عنوان تكليف براي دانش

  .باشد ميمشابه سوالات كتاب درسي المقدور  در اين كتاب ريتم چيدمان سوالات حتي  )3

 به بعد در كتاب 86 سوالات امتحان نهايي مرتبط با كتاب جديد از سال ،در اين كتاب در هر فصل  )4

  .آورده شده است

ي تستي مسأله   است ولي هر جا نياز بوده است نكتهدر اين كتاب گرايش كلي حل سوالات تشريحي  )5

  .نيز قيد شده است

  .ب مطالب اضافي مربوط به كتاب قبل كاملاً حذف شده استدر اين كتا  )6

  

  

  

  :گراميدبيـر

هاي  توانيد كتاب مي  داريد ياهمكارياگر قصد بنابراين . هايمان گروهي باشد سعي ما بر اين است تا تأليف كتاب

  . با ما تماس بگيريدد، مهم نيست در كجاي ايران هستيد،تأليف شده را ويراستاري علمي نمايي

  

  

    
  



  

  به نام خدا

  
  

  اي براي چاپ دوم مكمل حسابان مقدمه
  

  

 اكثريت  بر اساس نظر كرد و اين تغيير تغيير حسابانيس كتاب در گذشتهتحصيلي دانيد در سال  طور كه مي همان

  .قريب به اتفاق مدرسان مثبت ارزيابي گرديد

  .ه به حد و مشتق نرسيدندقت گذاشته بودند كهاي اول و دوم و بعضي از استادان آنقدر روي فصل. سال عجيبي بود

 باعث  كهتغييرات اساسي كرده بود و كاربرد مشتق حذف شده بود مفاهيم حد.  تابع تغيير كرده بودروش تدريس

  .هاي كمك آموزشي شد ايجاد مشكلات بسياري در تدريس استادان و كتاب

  .رح سوالات معلوم باشدي ط  هيچ امتحان نهايي برگزار نشده بود تا شيوهسال گذشته

شروع به )) خود راه بگويدت كه چون بايد رفت((ي استادان گرانقدرمان و تكيه به شعار  ما هم با توسل به تجربه

  . تأليف گروهي كتاب مكمل حسابان نموديم

 كتاب براي دانلود رايگان روي سايت و ديگري اهداء  كلدو كار ارزشمند ما پس از چاپ كتاب يكي قرار دادن فايل

 بسياري از استادان اين  و شود باعث شد تا كتاب مكمل شناخته،اكثر دبيران حسابان در سراسر كشوركتاب به 

 بار اين 000/50بيش از ) www.msbook.ir( فقط در سايت خودمان . خود معرفي كنندآموزان كتاب را به دانش

  .كتاب دانلود شد

  .  وجود داشت مكمل حسابان مشابه تمام سوالات در كتاب،پس از برگزاري امتحان نهاييخيلي جالب بود كه 
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سوالاتي را كه لازم . ا يك بار ويرايش اساسي نمايندكتاب مكمل سر و كله زده بودند، از آن ها خواستيم تا كتاب ر

  .ي آموزشي كمي دارند را حذف نمايند دانند اضافه كنند و سوالاتي كه بهره مي

  .ي سال گذشته و حك و اصلاح استادان، كتاب به بهترين حالت ممكن درآمد با توجه به تجربه

جعه اآموزان با مر ل و خارج از كشور را قرار داديم تا دانشدر انتهاي كتاب سوالات امتحان نهايي برگزار شده در داخ

  .به آن بتوانند خود را محك بزنند

، ويراستاري و توزيع كتاب ياري نمودند، صميمانه سپاسگذاريم و ي استاداني كه ما را در تأليف در پايان از همه

  .ها برداشته باشيم ز ارادتمان نسبت به آنها در انتهاي كتاب قدمي هرچند كوچك در ابرا اميدواريم با ذكر نام آن
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  اولفصل                                             

  ها و محاسبات جبري مجموع دنباله                       

  و معادلات و نامعادلات                                  
  

  

  

aي اول  ي حسابي جمله در يك دنباله  -1 * b+ a و قدر نسبت 2 b−ي اول دنباله را مشخص  پنج جمله.  است

  .ي اول را بنويسيد مجموع پنج جمله. كنيد

x+2 ، xي   سه جملهxبه ازاي چه مقدار : اولاً   -2   +2 x−7 و 7   دهند؟ ابي تشكيل ميي حس  دنباله2

  . را بيابيدي فوق  دنبالهي اول مجموع ده جمله: ثانياً     

1×مجموع عددهاي واقع در جدول ضرب   -3 * 1�   . را حساب كنيد�

   است؟462 كدام عدد برابر  و مثبتهاي نخست غيرصفر  عدد از مضرب11مجموع   -4  

�1، مجموع چند جمله را انتخاب كنيم كه از 9 قدر نسبت و 21ي اول  ي حسابي با جمله در دنباله  -5 * � � � 

  .تر نباشد كوچك

ي  اگر جمله. ي اول است  مجموع دوازده جملهي اول ، سه برابر ي عددي مجموع بيست جمله در يك دنباله  -6  

  )90 –رياضي كنكور (  .ي دهم را بيابيد جمله.  باشد6سوم برابر 

 15(در ضمن اين ساعت روي . زند يك ساعت ديواري در رأس هر ساعت به تعداد عدد ساعت زنگ مي  -7 *

3(وي يك زنگ، ر) دقيقه روز  اين ساعت در شبانه. زند سه زنگ مي)  دقيقه45(دو زنگ و روي )  دقيقه�

  زند؟ چند بار زنگ مي

  .باشند  مي12 و32ي حسابي جملات پنجم و دهم به ترتيب در يك دنباله  -8 *

  ي هفتم برابر چيست؟ جمله: اولاً    

  ي اول برابر چيست؟ مجموع هفت جمله: ثانياً     

  .ي حسابي را بيان كند در زندگي واقعي خود يك مساله بنويسيد كه دنباله  -9 *

گاه به مجموع   اگر به قدر نسبت آن يك واحد افزوده شود، آنaي اول  ي عددي با جمله در يك دنباله  -10

  شود؟ ي اول آن چقدر افزوده مي جملهبيست 

,ي حسابي در دنباله  -11 * , ,...1 3   تر شود؟  بزرگ��2  حداقل چند جمله را بايد جمع كنيم تا حاصل از5

5حداقل چند عدد زوج را بايد جمع بزنيم كه مجموع از  -12   ود؟تر ش  بيش��

naي  حسابي با ضابطهي در يك دنباله  -13 n= +4   باشد؟  چه ميnSي عمومي  جمله ، 1
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nSي اول  جملهnي مجموع  ي حسابي ضابطه در يك دنباله  -14 n n=  چه naي ضابطه. باشد  مي22+

  باشد؟ مي

 روز 11اگر اين كارمند در ابتداي سال . كند كار يك روز و نيم مرخصي كسب ميكارمندي به ازاي هر ماه   -15 *

مرخصي ذخيره داشته باشد و در طي سال آينده هيچ مرخصي را استفاده نكند، در پايان سال اين شخص 

  هم چند روز مرخصي ذخيره خواهد كرد؟ روي

Sي حسابي در يك دنباله  -16 * =5 S و�2 =2 2
�
�   .را بيابيد S30.  است�

xاگر ماه اول.  ريال در بانك پول داردAفردي   -17 A=1
1

28
x و در ماه دوم x A= +2 1

1

28
 و در ماه سوم 

x x A= +3 2
1

28
   شود؟ انداز وي تمام مي   پس از چند ماه پس از حساب خود برداشت نمايد،

naم به صورتاُ nي   عددي جملهي دنبالهدر يك   -18 * n= −
3

5
2

  دنبالهي اول اين   جمله15مجموع .  است

  )89 –سراسري (  كدام است؟

3اي  عددي ده جملهي دنبالهج يك ي زو اگر مجموع جملات شماره  -19*  ي فرد   و مجموع جملات شماره�

  . قدر نسبت را بيابيد باشد،�2آن

  .محاسبه كنيد  -20 *

    
( )−

=

−

61
1

2
1

1
2

    ب( 
−

=
−

71 2

1 2
  الف( 

         
( )

( )

− −
=

− −

51
1

3
1

1
3

  پ( 

aي هندسي با شرايط در دنباله  -21 =1 a و3 =4   ي اول برابر چيست؟  جمله5 مجموع 24

nي عمومي يك تصادعد هندسي جمله  -22
na

+=  124 هندسي برابري دنبالهمجموع چند جمله از . باشد مي12

  باشد؟ مي

اگر هر فرد اين شايعه را به دو نفر ديگر بگويد . كنيم خواهيم يك شايعه را پخش مي نفري، 8191در شهري  -23

افتد، و مدت زماني كه هر مرحله اتفاق مي... ر ديگر و فها نيز به دو ن و هر كدام از آن
1

2
 چند شد، ساعت با

   بشنوند؟ي شهر كشد تا اين شايعه را همه ساعت طول مي

  .ي هندسي را بيان كند ي خود يك مساله بنويسيد كه دنباله در زندگي روزمره  -24 *
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ترين  تفاضل كوچك.  است216ها ضرب آن  و حاصل19ي متوالي ي هندسي مجموع سه جمله در يك دنباله  -25 *

  )90 - سراسري تجربي (  . اين سه عدد را بنويسيدترين و بزرگ

/كارمندي سالانه   -26   /4 � � � � � .  به حقوق او افزوده شود�1%اگر هر سال . كند  تومان حقوق دريافت مي�

  قدر است؟ ام چه ن كارمند در سال سيميزان حقوق ساليانه اي) الف

  قدر است؟ مجموع حقوق دريافتي او در طي اين سي سال چه) ب    

)حاصل  -27 x x ... x )( x x x ... x )+ + + + − + − + +2 8 2 3 81 xبه ازاء . 1 =    برابر چيست؟2

. باشد  مي153ي اول آن شش جمله و مجموع 136ي اول  هندسي، مجموع سه جملهي دنبالهدر يك   -28

  )89 –سراسري (  ي پنجم است؟ ي اول چند برابر جمله جمله

, ي هندسي ي اول دنباله مجموع شش جمله  -29 * x , ,...
1

2
2

   . را در دو حالت محاسبه كنيد

 و 3رتيبي هندسي غيرنزولي كه جملات اول و سوم به ت در دنباله  -30
3

4
   حد مجموع برابر چيست؟باشد،  مي

  .را بيابيدقدر نسبت . ي جملات است ي اول برابر مجموع بقيه  جمله5ي هندسي مجموع  در يك دنباله  -31 *

 همان دنباله برابر يك  و حد مجموع مربعات جملات4 هندسي برابر ي دنبالهحد مجموع جملات يك   -32

  قدر نسبت برابر چيست؟. است

+... ي جملات مجموع همه  -33 * − + −
1 1 1 1

1
2 3 4 9

  . را بيابيد

ي جملات جمع همه  -34 *
n n n

n n
a

+ +
=

1 2 3

6
  . را بيابيد

 ،برخورد به زمينبه طوري كه هر بار پس از . كنيم  متري زمين به صورت قائم رها مي2ي  توپي را از فاصله  -35

      كند تا بايستد؟ اين توپ چه مسافتي را طي مي. آيد بالا ميهشتاد درصد ارتفاع اوليه 

ي  اين توپ هر بار پس از برخورد با زمين به اندازه. كنيم  متري به زمين رها مي�2توپي را از ارتفاع   -36 *
4

5
 

 ايستد؟ اين توپ پس از طي چه مسافتي مي. آيد ارتفاع خود بالا مي

و اين عمل . كنيم اوساط اضلاع آن را به هم وصل مي.  مفروض استaالاضلاع به ضلع  مثلثي متساوي  -37

  ابر چيست؟هاي پديدآمده بر هاي مثلث حتحد مجموع مسا. دهيم شمار مرتبه انجام مي بيتكراري را 

 6كنيم و با نقاط به دست آمده يك   قسمت مساوي تقسيم مي6محيط يك دايره به شعاع واحد را به   -38

 ضلعي ديگر 6 ضلعي را به هم وصل كرده و يك 6هاي اين  سازيم و سپس وسط نتظم ميضلعي م

 6هاي اين  محيطها و  حد مجموع مساحت. دهيم انجام ميمرحله نهايت  سازيم و اين كار را تا بي مي

  .ها را بيابيد ضلعي
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مطابق شكل . كنيم كنيم و بخشي از آن را رنگ مي در مربعي به ضلع يك وسط اضلاع را به هم وصل مي  -39 *

   شود؟ آميزي ادامه داشته باشد، در نهايت چه سطحي از مربع رنگ مي زير اگر اين روند رنگ
  

      
  

هر بار كه با . باشد  متر مي2قطر اوليه برابر . كند  يك محور حركت مي بالاييها دايره موجي بر روي نيم  -40 *

ها برابر  دايره هاي نيم حد مجموع محيط. شود  از طول قطرش كاسته مي�1%كند،  محور برخورد مي

  چيست؟
  

  : اين روندي ل شود، در ادامهتر مطابق شكل تبدي ي كوچك  ، هر بار به دو دايرهR به شعاع اي اگر دايره  -41

  هاي توليدشده برابر چيست؟ هاي كل دايره حد مجموع مساحت:  اولاً  

  هاي توليدشده برابر چيست؟ هاي كل دايره حد مجموع محيط: ثانياً  

  
  

اگر اين روند را براي . كنيم مطابق شكل رنگ مي) 3(و ) 2(، ) 1(دايره را به صورت زير به ترتيب  يك نيم  -42

  شود؟ دايره رنگ مي دايره ادامه دهيم، در نهايت چه سطحي از نيم نگ كردن سطح نيمر
  

        
   )3(    )2(    )1(     

  تبسن را مطابق زير به x3الاضلع به ضلع  سه ضلع مثلث متساوي  -43

. الاضلاع ديگري پديد آيد كنيم، تا مثلث متساوي  تقسيم مي2 به 1

هاي  هاي مثلث مجموع مساحت. شمار تكرار كنيم اين عمل را بياگر 

  شود؟ الاضلاع چه مي متساوي

 تقسيم 3 به 1 را مطابق زير به نسبت x4اضلاع مربعي به ضلع  -44 *

ار مرتبه شم اگر اين عمل را بي. كنيم، تا مربع جديدي پديد آيد مي

  شود؟ ها چه مي اي مربعه  مجموع مساحتتكرار كنيم،

  
  

  

/ و123123/0... ، 3131/2...عبارات مجموع حد   -45 ...−0   . را بيابيد4242
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 پذيري ها و بخش اي تقسيم چندجمله  

xي سوم باشد كه ضريب  عبارتي درجهP(x)اگر  -46
)P باشد و 2در آن 3 ) = 2�، P( ) =1 )P و3 )− =1 1 

  . را بنويسيدP(x) عبارت،باشد

fنشان دهيد يكي از فاكتورهاي  -47 * (x) x x x= − + −3 28 9 x برابر2 f ي شد و معادلهبا مي 1− (x) =  را �

  .حل كنيد

x ي هاي معادله اگر يكي از ريشه  -48 ax+ + =3 2 3 هاي ديگر معادله را در صورت    ريشه، باشد2− برابر�

  .وجود بيابيد

xي سوم كه ضريب اي درجه يك تابع چندجمله  -49 *
ي   و ريشه1−اي برابر با ي ساده  در آن يك است ريشه3

  . تابع را تعيين كنيدي  ضابطه.دارد4مضاعفي برابر با

P(x)ي مانده باقي  -50 x= +4 x را بر1 +2   . بيابيد1

xي تقسيم عبارت مانده يباق  -51 x x x− + − +6 3 22 x را بر1 +3   . بيابيد1

P(x)ي مانده اگر باقي  -52 x x mx n= + + +4 x بر3 x و1+  P(x)ي مانده  باقي باشد،3 و 5 به ترتيب 1−

xبر  x−2را بيابيد .  

P(x)ي تقسيم مانده باقي  -53 * x x x= + + +3 2 x را بر1 x− +2 3   . بيابيد2

P(x)ي تقسيم مانده باقي  -54 * x x x= + + +3 2 x) را بر1 )−   . بيابيد21

* 55-  a و bي تقسيم عبارت مانده  كه باقي را چنان بيابيدax bx x+ − −3 2 x بر 2 +2   . باشدx برابر 1

56-  a و bرا طوري بيابيد كه عبارت P(x) x x ax b= + + +3 x بر2 −2   .پذير شود  بخش1

xي تقسيم عبارت مانده باقي  -57
x بر 26 x+ +2   . را بيابيد1

x برP(x)اي ي تقسيم چندجمله مانده اگر باقي  -58 x و1− +  ي تقسيم مانده  باقي باشد،4 و 1 به ترتيب 2

P(x)بر x x+ −2   . را بيابيد2

x برP(x)ي مانده اگر باقي  -59 * x ، بر2برابر 1+ xبر P(x)ي مانده باقي.  برابر صفر باشدx و بر 1 برابر 1− x−3 

  .را بيابيد

x برP(x)ي مانده اگر باقي  -60 x+ +2 x برابر1 x برR(x)ي مانده  و باقي1+ x+ +2 x برابر1 +   باشد،2

x برP(x).R(x)ي مانده باقي x+ +2   . را بيابيد1

x برP(x)ي تقسيم مانده اگر باقي  -61 * −3 x برابر1 x+ −2 4 x برP(x)ي تقسيم مانده  باقي باشد،7 x+ +2 1 

  .درا بيابي
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xبرP(x)ي تقسيم مانده اگر باقي  -62* x− −2 3 xبرابر4 −3 x برP(x)ي تقسيم مانده  باقيباشد،1   .را بيابيد1+

P(x)ي تقسيم مانده باقي  -63 x x x= − + +1 999 2 x بر��1 x− +2 1   . را بيابيد�9

xاي چندجمله  -64*  ax+ +3 x بر1 x b− +2 a.پذير است  بخش3 b+   )82 –المپياد ايران (  . را بيابيد2

  .كسرهاي زير را ساده كنيد  -65

    x

x

−
=

−

12

4
1

1
  *  پ( 

x

x

−
=

−

6

4
1

1
   الف( 

    x

x

+
=

+

15

3
1

1
  *  ت( 

x

x

−
=

−

1

2
1 24

4

�

�

  *ب  ( 

  

  الدين جمشيدكاشاني اي غياث بسط دوجمله  

x)اي بسط دوجمله  -66 y)+2   . را بنويسيد6

x)در بسط  -67 y)+   : مطلوب است82

  ي پنجم بسط جمله) پ  مجموع ضرايب) ب  عداد جملاتت) الف

)مجموع ضرايب بسط  -68 * x y )− − 65 1
2

2 2
  . را بيابيد

x)در بسط  -69 * y)−   .ي سوم بسط را بيابيد  جمله53

a)ي سوم بسط   اعداد طبيعي و جملهb و aاگر   -70   b)+ a.  باشد�72 برابر 5 b+قدر است؟  چه  

x)در بسط  -71 )
x

+ 41
  . را بيابيد،ي دوم  جمله

nدر بسط  -72
(a b)+ترين ضريب جملات   بزرگبيستم باشد،ي  هم مساوي ضريب جملهي ن  اگر ضريب جمله

  اين بسط كدام است؟

x)كدام جمله از بسط  -73 )
x

+3 81
   است؟x مستقل از 

)ي سوم بسط  اگر جمله  -74 * x )
x

+ 53 1
 برابر 

5

2
  . را بيابيدx.  باشد

nي سوم  هجمل  -75 *
( x )

x
+

3 2 1
  . را بيابيدn.  استx فاقد 

x)در بسط  -76 x)+3 xي داراي عامل   چندمين جمله12
  باشد؟  مي�3

nضرايب جملات اول، دوم و سوم بسط   -77 *
( x )

y
+

3

1

2
 n. باشد  به ترتيب جملات متوالي يك دنباله مي

  .را بيابيد
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  .م. م. و ك. م. م. ب  

  .ي استاندارد بنويسيد اعداد زير را به صورت تجزيه  -78

    =1 24� 125=  *ب ( � �    الف( ��

A3ي عدد  در تجزيه3توان .  است7 برابر 3 به عوامل اول، توان عدد Aي عدد  جزيهدر ت  -79 *   . را بيابيد�

  .را بيابيد * 32، 48، 72  و14، 21، 56اعداد . م. م. و ك. م. م. ب  -80

6دو عدد . م. م. و ك. م. م. اگر ب  -81 * M حاصلنمايش دهيم،  N و Mتيب با  را به تر72 و � N×را بيابيد  .  

 دقيقه يك كاميون 144 دقيقه يك اتوبوس و هر 75 دقيقه يك ماشين سواري و هر 5در يك جاده هر   -82

  ند؟نك مي از جاده عبور ) دقيقه(پس از چند دقيقه هر سه نوع ماشين در يك زمان . كند عبور مي

 حداقل  ظرف عددي طبيعي باشد،حجماگر . كنيمرايم يك ظرف را پ  ليتري توانسته5 و 3، 2هاي  پيمانهبا   -83 *

  . را بيابيدآنظرفيت 

  .هاي زير را تعيين كنيد عبارت. م. م. و ك. م. م. ب  -84

    x y , xy z , x y
2 4 3 43    لفا( 9

    (x ) , (x ) , (x )− + −2 2 2 21 3 1 5     ب ( 1

    x x y ,(x y) , zy(y z)− + −4 2 2 2   * پ ( 35

    x y ,x y− −8 8 3   *  ت( 3

    (x ) ,(x ),(x x )− − − −2 2 23 9   ث ( 6

    x xy,x x y xy+ + +2 3 2   ج  ( 22

    x (x ) ,x x+ −2 2 32   چ( 4

    x x ,x x− −3 4   *  ح( 23

xاي ترين مضرب مشترك دو چندجمله كوچك  -85 * x+ +2 6 x و8 x− −2 2 عليه  ترين مقسوم  را بر بزرگ8

  .حاصل تقسيم را بيابيد. ايم ها تقسيم كرده مشترك آن

xعليه مشترك دو عبارت ترين مقسوم اگر بزرگ  -86 * x(xها ترين مضرب مشترك آن  و كوچك1− )−2   باشد،1

  . را بيابيدضرب آن دو حاصل

ي اگر رابطه  -87* 
A B x

x x x

−
+ =

− + −2
5 1

1 1 1
  . را بيابيدB و Aگاه   آن يك اتحاد باشد،x نسبت به 

ها  هاي آن شكل كه اندازه هاي مربعي خواهيم با كاشي متر را مي  سانتي61 و 138ديواري مستطيلي به ابعاد   -88* 

ها برابر باشند،  كاشيي ضلع  قدر است؟ اگر اندازه هها چ حداقل تعداد كاشي. اعداد طبيعي است، فرش كنيم

  قدر است؟ حداقل تعداد چه
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3×سالني به ابعاد   -89*  ها روي هم  فرش. (هايي به ضلع اعداد طبيعي بپوشانيم خواهيم با فرش  متر را مي�45

  .)وندش واقع نمي

  .ها را بيابيد اندازه باشند، حداقل تعداد فرش ها مربع و هم در صورتي كه فرش )الف  

رين فرشي كه امكان دارد شروع ت  از بزرگ.اندازه نباشند ها هم ما ضلع فرشها مربع ا در صورتي كه فرش) ب  

   چند فرش و به چه ابعادي مورد نياز است؟شود

ضلع (شكلي  هاي مربع خواهيم با كاشي مي. متر داريم  سانتي65 و 175شكلي به ابعاد  مكان مستطيل  -90*

ها بايد از  ي كاشي اندازه. كار ببريم ترين تعداد كاشي را به اين مكان را كاشي كنيم طوري كه كم) طبيعي

ي ضلع  قدر باشد؟ اگر بخواهيم اندازه ها بايد چه ي كاشي اندازه. ترين كاشي كه امكان دارد شروع شود بزرگ

   شكل هم يكي باشند، چه تعداد كاشي مورد نياز است؟ هاي مربع كاشي

 

ي دو ي درجه معادله   

aهاي آن  بنويسيد كه ريشهي دومي   درجهي معادله  -107 a+و a a−باشد .  

2+هايش ي دومي بنويسيد كه ريشه ي درجه معادله  -108 * 2− و3   . باشد3

 سال قبل از 22 سال بعد سن من توان دوم سني خواهد بود كه 34سن فردي را از او پرسيدند و او گفت   -109

  .اين داشتم، سن او را تعيين كنيد

   آن عدد كدام است؟.گردد  مي4 برابر ،ي يك در ثلث آن منهاي يك ي به علاوهضرب نصف عدد حاصل  -110 *

axهاي  راجع به تعداد ريشهc و a ، bبا توجه به علامت ضرايب   -111 bx c+ + =4 2
 . بحث كنيد�

axهاي  راجع به تعداد ريشهc و a ، bبا توجه به علامت ضرايب   -112 * b x c+ + =   . بحث كنيد�

f را در تابعc و a ، bهاي ضرايب  هاي زير علامت با توجه به شكل  -113 (x) ax bx c= +   . تعيين كنيد2+

1(  2(  3* (  4* (  

  

              

  

    

f را در تابعm ،با توجه به نمودار مقابل  -114 (x) x mx c= +       . بيابيد2+

    

  

    

yار تابعترين مقد اگر بيش  -115 * ax x= + +2   . را تعيين كنيدa.  گردد1− برابر 2

x

y

x

y

x

y

x

y
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f را در تابع mبا توجه به شكل مقابل مقدار   -116 * (x) x mx= + +2   . بيابيد2

    

  

  

x)ي  در معادله  -117 * ) (x )+ + + − =23 3 1 x حاصل � x x x+ +1 2 1 23     . را بيابيد3

yاگر نمودار تابع  -118 * x mx m= + + −2   . را بيابيدmهاي اول، دوم و سوم عبور كند، حدود   از ناحيه3

axي هاي معادله  جواب′′x و′xاگر  -119 bx c+ + =2
  : نشان دهيدي مستقيم  باشند با محاسبه�

  | x x |
| a |

∆
′ ′′− =  

axي هاي معادله اگر يكي از ريشه  -120 bx c+ + =2
� ، K،ثابت كنيد برابر ديگري باشد :  

     
K ac

(K ) b

=
+ 2 21

  

axي هاي معادله اگر يكي از ريشه  -121 * bx c+ + =2
� ، Kثابت كنيدشد،تر با  واحد از ديگري بيش :  

  
b ac

K

a

−
=

2
2

2
4

  

xي هاي معادله  ريشهβ وαاگر   -122 x− + =2 4 1 A باشند، حاصل� | |= α − βرا به دست آوريد .  

xي هاي معادله ريشهβ وαاگر   -123 m x− + =2 29 8 αكه طوري  باشند به� + β =3 3 m مقدار  باشد،3 +4 1 

  .را به دست آوريد

xي در معادله  -124 * mx+ + =2 3 2   .به دست آوريد را m باشد، 5ها برابر   اگر مجموع مربعات ريشه�

xي در معادله  -125 x m− + =2 3 2 αهاي معادله باشند و داشته باشيم  ريشه βو α اگر� + β =3 2  m مقدار 7

  .را به دست آوريد

xي هاي معادله اگر يكي از ريشه  -126 * x m+ + =2
  . را بيابيدm ،تر باشد  واحد بيش2 از معكوس ديگري �

xي هاي معادله  را طوري تعيين كنيد كه يكي از ريشهmمقدار   -127 mx− + =2 6 8   .ي ديگر باشد  مربع ريشه�

mxي در معادله  -128 * x m− + − =2 25 6   : را طوري تعيين كنيد كهm مقدار �

  .و ريشه معكوس يكديگر باشندد )الف  

  .ي يكديگر باشند دو ريشه معكوس و قرينه  )ب  

xي هاي معادله ريشه β وαاگر  -129 x− − =23 1 −هايش  بنويسيد كه ريشه درجه دواي  معادله باشند،�
α

2
1 

−و
β

2
  .  باشد1



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه  16 

 

 

 

 يشكل مطابق شكل براي كشيدن حصار دور زمين مستطيل  -130

17 به محاسبه طيل را ابعاد مست. داريمنرده نياز  متر�

28مساحت حياط مدرسه . (كنيد �   .) مترمربع است�

  

xي  هاي معادله  برابر ريشه3هايش  ويسيد كه ريشهي دومي بن ي درجه معادله  -131 * x+ − =2 3   . باشد�

  .ها را تعيين كنيد هاي آن با توجه به نمودارهاي زير، تابع  -132

1* (  2* (  3(  

  

      

  

  

 متر از �2ي   متر مطابق شكل به فاصله5دو تير به ارتفاع   -133

ها به زمين  هم قرار دارند، كه بايد سيمي از دو سر آن

كجا به زمين وصل كنيم تا جمع  را  اين سيم. وصل شود

 . گرددينتر ها تا زمين كم مربعات طول سيم

fترين مقدار كم  -134 (x) tan x cot x= + ).  را بيابيد4 x )
π

< <
2

� 

 مقدارترين كم  -135 *
x x

f (x)

x x

+
= +

+

2 2

2 2
1

4 4
  . را بيابيد

 چنان محاط كنيد كه يك رأس 4 و 3الزاويه با ابعاد   را درون يك مثلث قائمMaxمستطيلي با مساحت   -136

  .هاي مثلث باشند آن روي وتر و دو ضلع آن واقع بر ساق

xي هاي معادله يشه رβوαاگر  -137 x+ − =2 3   . حاصل عبارات زير را بيابيد، باشند بدون حل معادله�

    α β
+ =

β α
  * الف( 

    α β
+ =

β α

2 2
  ب( 

    α + α + β =3 2   پ( 3

    α + α
+ + =

α ββ + β

2

2
1   ت( 1

    α β
+ =

β + α +1 1
  *  ث( 
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  ي دومجذوري معادله  

xي هاي معادله هايش عكس ريشه  بنويسيد كه ريشهيا معادله  -138 x x x+ − − − =4 3 2 1
2 5 11

2
 . باشد�

xهاي آن ترين درجه تشكيل دهيد كه يكي از ريشه اي با ضرايب صحيح و كم معادله  -139 = +2   . باشد1

xي معادله  -140 * x− + =4 213 36   . را حل كنيد�

sin)ي معادله  -141 * x ) (sin x )+ − + − =4 22 1 1 3 sinمقدار براي داراي چند � xباشد؟  مي  

x)ي معادله  -142 ) (x )
x x

+ − + + =21 1
3 1   )88 –آزاد (   داراي چند ريشه است؟�

x)ي معادله  -143 x) (x x)− − − + =2 2 22 3 2 2   ؟ چند ريشه دارد�

xي هاي معادله ريشه  -144 x
( )

−+ =2 25
2 2

4
  . را بيابيد

  

  معادلات  

  .معادلات كسري زير را حل كنيد  -145

    
x

x x x x x x

− =
− − − − − +2 2 2

2 1

2 2 3 5 6
  * الف( 

    
x

x x
+ =

+

1 3

1 2
  *  ب( 

    
x

x x x

+
+ =

−

1 1 2

1
  پ( 

    
x (x )

x x x x

+ +
− − =

− + + −

2

2 3
5 6 6 2

1 1 1
  *  ت( �

    
x x

x x

− +
+ =

+ −

1 2 1

2 2
  *  ث( �

    
x

x
x

x

−
= +

−
3

1
2

2 2 3
1

1
8

  *  ج( 

    
x x

x x

+
+ =

+

1
1

1
  *  چ( 

    
x x x

xx x

− + −
+ =

−−

2

2
3 1 4 1

1
44

�

  *  ح( 

    
x x

x x x x

− =
− − − +2

1 5

3 2 1 2 7 3
  خ( 

    
x(x )

+ + =
−− 2

1 4
3

22
  د( �
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(x x) (x x)

+ =
− + − +2 2 2 2
1 1 3

21 2
  ذ( 

    x x

x x

+
+ =

+

2

2
1

2
1

  ر( 

    
( x ) ( x )

+ =
+ − + −2 2
1 1 5

61 2 1 1
  *  ز( 

    
x x x x x x

+ =
− + − + − +2 2 2

1 2 6

2 2 2 3 2 4
    ژ( 

  

 B ساعت بعد از شير �2 بتواند به تنهايي Aاگر شير . كنند ر مي ساعت پ5/7دو شير آب استخري را در   -146

  ؟كند خر را پر مي پس از چند ساعت استAشير . ر كنداستخر را پ) به تنهايي(

  .معادلات راديكالي زير را حل كنيد  -147

    x x− + =2 1   الف( �

    x x+ + =2 1   ب( �

    x x− + =2 5 2   *  پ( �

    x x+ + =5     ت( 5

    x x+ + =3   *  ث( 3

    x x− = −3   *  ج( 3

    x x x+ − = −4 21   *  چ( 1

    a x a x a− + + =   *  ح( 2

    x
x

+ − =
+

2
1 1

1
  خ( 

    x x x x− + − + + + − =2 2 5 2 3 2 5 7   *  د( 2

    x x+ = −2 1 11   *  ذ( 2

x  )كوش سخت آموزان  ويژه دانش(   x x x+ − − + =2 23 4 3   *  ر( 7

    x x+ + =3 32 1   ز( 1

    x

x

+ =3
3
1 5

2
  *  ژ( 

    x x− + + − − =1 1 1 1   *  س( 2



 19  ...ها و محاسبات جبري و  مجموع دنباله: فصل اول 

 

 

    
x x

x x

+ −
+ =

− +

2 1
2

1 2
  *  ش( 

    x
x

x x

− + = −
−

3 3
2

2
2

2
  ص( 

    x x x x+ + + + + =2 23 12 3 5   ض( 7

x                                                         )كوش سخت آموزان  ويژه دانش(   x− + + − − =
3 32 23 7 9 3   ط( 4

    x x− + − =
4 5 516 16   *  ظ( 6

yنقاطي روي خط  -148 x= +2   . گردد�1ي آن از مبداء مختصات برابر  بيابيد كه فاصله1

  . گردد6رابر ب برابرش، 2 از جذرشعددي را بيابيد كه تفاضل   -149 *

  حل معادلات به روش هندسي  

xي معادله  -150 x
( )=
1

3
3

 . را به روش هندسي حل كنيد

x)ي معادله  -151 * )
x

− + =3 1
1   . را به روش هندسي حل كنيد1

ي هاي معادله تعداد ريشه  -152
x

sin x =
π

2

5
  .يد را به روش هندسي به دست آور

xي هاي معادله تعداد ريشه  -153 x x+ = −22   . را به روش هندسي به دست آوريد2

sinي معادله  -154 * x
x

=
2

)ي  در بازه , )+    چند ريشه دارد؟�∞

  .معادلات زير را به روش هندسي حل كنيد  -155 *

    x
x+ =22   الف( 1

    |x | x− − =2 1   ب( 1

    |x | |x |+ + − =1 5   پ( 7

|ي معادله  -156 x | log x= چند ريشه دارد؟ در   

  

  قدر مطلق  

  .هاي زير را بدون قدر مطلق بنويسيد حاصل عبارت  -157

    | |− =2   * الف( 3

    | |− =3   *  ب( 5

    − =5 2   پ( 6
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    − =4 2 *  ت( 3

    x x+ + =4 24   ث( 4

    x ( x )

x

+ − = < <2
2
1

2   *  ج( �1

    sin x cos x ( x )
π

− = < <1 2
4

  چ( �

−xهرگاه  -158 * < <1 | حاصل باشد،0 x | | x |
x x

+ + −
1 1

 . را بيابيد

xبا فرض  -159 x+ + ≤2 4 3 A حاصل� | x | | x |= − − +1 2 3   . را بدون قدر مطلق بنويسيد2

  )آزمون سازمان سنجش(     

كدام گزينه برابر تابع  -160 *
x

f (x)
x

>
= 

− <

2

2

�

�

  باشد؟   مي

1(| x |2  2(±2  3(
| x |

x | x |

3

2
2

  4(
| x |

x

2
  

، به صورت مقابل باشدfاگر نمودار   -161 *
f (x)

g(x)
| f (x) |

    كدام است؟=

  

  

  

1(  2(  3(  4 (  

        

        
  

  . نمودار توابع زير را رسم كنيد به صورت شكل مقابل باشد،fاگر نمودار  -162

    f (x)
y

| f (x) |
  الف( =

    f (x) | f (x) |
y

+
=

2
  ب( 

  . نمودارهاي زير را رسم كنيد به صورت شكل مقابل باشد،fاگر نمودار   -163

    | f (x)   الف( =|

    f ( | x |)   ب( =

    | f (| x   پ( =|(|

aبه ازاي  -164 * a ثابت كنيد كه0< x a− < |اگر و تنها اگر > x | a<.   

|عبارت  -165 x | /− <2 1  . را ساده نماييد و آن را به صورت فارسي بيان نماييد�4

x

y

c

x

y

abc
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|هاي زير را به صورت نامساوي  -166 x |− α < βبنويسيد .  

    x< <2   الف( 4

    x− < < −5   *  ب( 3

    x− < <3   *  پ( 2

  :ثابت كنيد  -167

    | x y | | x | | y |+ ≤   الف( +

    | x y | | x | | y |− ≥   *  ب( −

    | x y | | x | | y |− ≥   *  پ( −

| :قيقي غيرصفر داريمثابت كنيد به ازاي هر عدد ح  -168 a |
a

+ ≥
1

2  

|ي اگر رابطه  -169 * x y z | | x | | y | | z |+ + ≤ +   اند؟  چگونهx و z ، y الزاماً  به تساوي تبديل شود،+

    )86 –سراسري (  

  .هاي زير را بدون قدر مطلق بنويسيد ي عبارت ضابطه  -170

    f (x) x | x |=   الف( 2

    f (x) | x | | x |= − + +2   ب( 2

    f (x) | x | | x |= + − −2   *  پ( 2

    f (x) | x | (x )= −   *  ت( 3

    f (x) x | x |= −   *  ث( 3

    f (x) | x || x |= −   ج( 3

    
x

f (x)
| x |

  چ( =

  .معادلات قدر مطلقي زير را حل كنيد  -171

    | x |− =2 5   * الف( 1

    | x |− + =1 1   ب( 2

    x | x |+ =   *  پ( 2

    | x | x− = +2 2   ت( 1

    x | x |=2   *  ث( 8

    | x | | x |+ − =2 1   ج( 4

    | x | | x |− + − =1 3   *  چ( 5

|ي اگر معادله  -172 x m | | x m |− + − =4 6   . را تعيين كنيدmي حقيقي باشد، حدود   داراي دو ريشه2
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  .معادلات قدر مطلقي زير را به روش هندسي حل كنيد  -173

    | x | | x   الف( =|

    | sin x | | x |−   *  ب( 1=

    sin x | x |=
π

2
  پ( 

    | sin x | | cos x   *  ت( =|

    | x | | x |− + + =1 1   ث( 2

    |x|
| x |= +3   *  ج( 1

    x
| log x | a= )چ  *  

    sin | x | x | x |=   ح( 2−

    log | x | x=   *  خ( 2

    | | cos x
x

=
1

  د( 

  .نمودارهاي زير را رسم كنيد  -174

    y | x |=   * الف( 2−

    | y | x− = +2   ب( 1

    | x | | y |+ − =1   پ( 2

    | x | | y |− − =1   *  ت( 2

    
x

y x
| x |

−
= +

−

2

2
  *  ث( 

yهاي مساحت محدود به نمودار تابع  -175 * | x |= − +2 y و1 | x |= + −1   . را بيابيد2

yنمودار تابع  -176 | x | | x |= − + −2 y با خط4 x=مساحت مثلث را بيابيد. سازد  يك مثلث مي.  

|ي با كمك رسم تعيين كنيد، معادله  -177 * x | | x |− + − =2 4    چند ريشه دارد؟7

|ي هاي معادله كه تعداد ريشه براي اين  -178 x | K− =2   . را بيابيدK باشد، حدود ترين بيش 1

−xاگر  -179 < <5 | باشد، حدود1 x   . را بيابيد1+|

  

  ها نامعادله  

  .هاي زير را حل كنيد نامعادله  -180

    | x | | x |− < +2   الف( 3

    | x | x− < +2   ب( 3
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    x | x |− < +2   پ( 3

    | x | x> +   *  ت( 2

    | x |− − <2 3   ث( 4

    x x x− + + < −2 2 1 3   *  ج( 5

    | x | x x− < + +3 28 2   چ( 4

    
| x |

| x |

− −
≥

+ −

3 1
1

1 3
  *  ح( 

    x | x |− + ≤2 3 2   *  خ( �

    
| x |

x

−
<

+2
1

1
1

  *  د( 

    
x

x

+
>

+

2 2
1

3 1
  *  ذ( 

    | x | x−   *  ر( 2≤

    x x− + + ≤1 2   ز( 1

    | x | (x x )− + <2 4 3   *  ژ( �

    | x |− ≥5 3   *  س( 7

    |x |− ≤3   *  ش( �

    x |x | x− − ≥2 3   * ص( 1

    |x | |x | x+ − − ≥3 2   * ض( 1

    x x− <2 3   *  ط( 2

    x x+ + − <1 1   *  ظ( 2

 نامساويaبه ازاي چه مقدار   -181
x x a

x x

+ +
<

+ +

2

2
3

2
1

   همواره برقرار است؟

ي مجموعه جواب نامعادله  -182 *
(x )( x )

( x )

− −
<

−

3

2
8 2 7

0
4 11

   كدام است؟ 

1(| x |− <
11 3

4 4
  2(| x |< − <

3 11

4 4
�  3(| x |< − <

11 3

4 4
�  4(| x |− <

3 11

4 4
  

|ي مجموعه جواب نامعادله  -183 * x | | x |+ < −1 a)ي  بازه4 ,b)طول اين بازه را بيابيد. باشد  مي.  

|اگر  -184 x |+ ≤1 Kگاه  آن1 | | K
x

′ ≤ ≤
+

1

2 5
Kمقدار. باشد  مي K′+را به دست آوريد . 
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fبا توجه به نمودار دو تابع  -185 (x) x= g(x) و 1− | x |= − |ي  نامعادله 3 x | x− ≥ −3   . را حل كنيد1

 

  

  
  

  .هاي زير را حل كنيد  هندسي نامعادلهبا روش  -186

    | x | x− > −2   الف( 2

    | sin x | | x   ب( ≤|

    x
log x≥2 )پ  *  

    | x | | x | | x |− + + ≥2   *  ت( 2

    x
x

<
1

  *  ث( 

    |x | x<   *  ج( 2

  .ه جواب نامعادلات زير را به دست آوريدمجموع  -187 *

    
x x

x x x

+ +
>

− − −2 2
2 3 6

1 2
  الف( 

    
x x

x

− +
>

+

2

2
3 2

1
  ب( �

    
(|x | )( x)

x

+ −
<

+

2 3

4
  پ( �

    
x

x x
+ < −

− −

1 2
4 3

1 1
  ت( 

  

  

  

         :  :  :  : ننننفلاطوفلاطوفلاطوفلاطواااا   

        ....كند كند كند كند     هن را براي درك حقيقت آماده ميهن را براي درك حقيقت آماده ميهن را براي درك حقيقت آماده ميهن را براي درك حقيقت آماده مي    بخشد و ذبخشد و ذبخشد و ذبخشد و ذ    رياضيات روح را صفا ميرياضيات روح را صفا ميرياضيات روح را صفا ميرياضيات روح را صفا مي
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  فصل اولپاسخ                                              

  ها و محاسبات جبري مجموع دنباله           

  و معادلات و نامعادلات                    

  

x+2 ،xجايي كه  از آن  -2 +2 x−7 و 7   :اند، پس ي حسابي والي دنباله جملات مت2

  
( x) ( x)

x x x x x , , , ...
+ + −

+ = ⇒ + = − ⇒ = − ⇒ = − →
2 7 2

2 7 4 14 9 5 5 1 1 5 9
2

  

  
n

n
S [ a (n )d] S [ ( ) ( )]= + − ⇒ = + = × =1 1

1
2 1 2 1 9 4 5 38 190

2 2�
�

  

  

4-    
n

S =
11

[ K ( )K]+ − =2 11 1 462
2

K
K K⇒ = ⇒ = ⇒ =

42 12
42 6 42 7

2
  

  

6-  

  
S S [ a d] ( [ a d]) a d a d

a d a d d a

= ⇒ + = + ⇒ + = +

⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −

2 12 1 1 1 1

1 1 1

2 12
3 2 19 3 2 11 2 19 36 198

2 2

16 8 2 2

�
�

� �

� �

  

  a a d a ( a ) a a d= ⇒ + = ⇒ + − = ⇒ − = ⇒ = − ⇒ =3 1 1 1 1 16 2 6 2 2 6 3 6 2 4  

  a a d ( )= + = − + =1 1 9 2 9 4 34�  

  

10-    
n n

n n
S [ a (n )d] S [ a (n )(d )]= + − → = + − +2 1 2 1 1

2 2
  

    S [ a ( )(d )] [ a (d )] [ a d ]⇒ = + − + = + + = + +2
2

2 2 1 1 1 2 19 1 1 2 19 19
2�
�

� � �  

    S +2 19� ] قديم� a d]= + + =1 2 19 19� �  

  

12-    
n

S ... n n(n )= + + + + = +2 4 6 2 1  

    
n

S n(n )= + ≥1 5 � �  

    n ( )= ⇒ = <2 2 21 42 5� � � � �  

    n ( )= ⇒ = <21 21 22 462 5 ��  

    n ( ) n= ⇒ = > ⇒ ≥22 22 23 5 6 5 22� ��  

  اگر به قدر نسبت يك واحد

 اضافه شود
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dپس. ي عمومي است  در جملهnب قدر نسبت ضري  -13 = a و4 =1   :لذا. باشد  مي5

    
n n n

n n n
S (a a ) ( n ) S ( n ) n n= + = + + ⇒ = + = +2

1 5 4 1 4 6 2 3
2 2 2

  

  

اگر از  -14
n

2
گيريم، پرانتز حاصل ب فاكتور

n
a a+1است .    

    
n n

n
S ( n ) a a n= + ⇒ + = +14 2 4 2

2
    

aاز طرفي   S=1 aپس.  است1 S= = + =1 1 2 1 3  

    
n n

a n a n+ = + ⇒ = −3 4 2 4 1  
  

Aي اول ي حسابي با جمله جملات اين دنباله، تشكيل يك دنباله  -17
1

28
A و قدر نسبت

1

28
دهند كه   را مي

  :پس.  گرددA بايد برابر مجموع جملات

    
n

n n n A (n )A
S [ a (n )d] A [ ( A) (n )( A)] A [ ]

−
= + − ⇒ = + − ⇒ = +

1 1 2 1
2 1 2 1

2 2 28 28 2 28 28
    

    
n (n )A n(n )

A [ ] n
+ +

⇒ = ⇒ = ⇒ =
1 1

1 7
2 28 56

  

    .شود ي سرمايه خرج مي  همه،يعني پس از هفت ماه برداشت  
    

21-    a a q q q= ⇒ = ⇒ =3 3
4 1 8 2  

    
q ( )

S a( )
q

− −
= = =

− −

5

5
1 1 32

3 93
1 1 2

  

  

22-    

    n

n

a

a { , , ,...}

q

+
=

= ⇒ ⇒ 
=

11
4

2 4 8 16
2

  

    
n n

n n

n

a ( q ) ( ( ) )
S n

q

− −
= = = ⇒ − = ⇒ = ⇒ =

− −
1 1 4 1 2

124 2 1 31 2 32 5
1 1 2

  

  

  :پس. باشد  مي2ي اين تصاعد يك و قدر نسبت نيز  اولين جمله  -23

    
n n n

n

n

a ( q ) ( ( ) )
S

q

− − −
= = = = − =

− − −
1 1 1 1 2 2 1

2 1 8191
1 1 2 2 1

  

    n n
n= ⇒ = ⇒ =132 8192 2 2 13  

/شود و چون هر مرحله   مرحله شايعه در كل شهر پخش مي13يعني پس از    كشد، كلاً  ساعت طول مي �5

13×/زپس ا   .گردد  ساعت شايعه در شهر پخش مي5/6  بعد از ، يعني�5
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25-    
a a

, a , aq ( ) . a . (aq) a a
q q

⇒ = ⇒ = ⇒ =3216 216 6  

  q q q q
q

+ + = ⇒ + = ⇒ − + =26 6
6 6 19 6 13 6 13 6

9
�  

  q , , , ,




= ⇒ × ⇒ ⇒ − =



3

2 6 3
6 6 4 6 9 9 4 5

3 22
23

  

  

  

26-    a a q / / ( / )= = ×29 29
3 1 4 1 1� � � � � �   الف( �

  
n

a ( q ) / / ( ( / ) )
S / / (( / ) )

q ( / )

− −
= = = −

− −

3
31

3
1 4 1 1 1

4 1 1 1
1 1 1 1

�
�

�
� � � � � �

� � � � � �   ب( �

  

27-    

    x ( x)
( x x ... x ) ( x x ... x ) ( ) ( )

x ( x)

− − −
+ + + + − + − + = × ×

− − −

9 9
2 8 2 8 1 1

1 1 1 1
1 1

  

    ( x ) ( x ) x ( )

x x ( )

− + − −
= = =

− − −

9 9 18 18

2 2 2
1 1 1 1 2

1 1 1 2
  

    −
= =

−

1 512
511

1 2
  

  

  :راه حل اول  - 28

    

a ( q ) a ( q )
S

q S qq

S a ( q ) qa ( q )
S

qq

 − − = =
− −−

⇒ = = =
− − −

= = −−

3 6
1 13 6

6
3 36 3 11

6

1 1136
1 1 1531

1361 11
153 11

    

    
a

a a( q )( q )
q q q

aq a q q ( )

− +
= + = = ⇒ = ⇒ = ⇒ = = = =

−

3 3
3 3 1 1

3 4 4 45

1 1 153 9 1 1 1 1
1 16

1136 8 8 21
2

  

  

  :راه حل دوم  

    nn

n

S S a
q q q q

S S a q ( )

= + ⇒ = + = = ⇒ = ⇒ = ⇒ = = =3 32 6 1
4 43 5

153 9 1 1 1 1
1 1 16

1136 8 8 2
2
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30-    q
−

=
1

2
a a q q q q= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ±2 2 2

3 1
3 1 1

3
4 4 2

  

qاگر   =
1

2
  . گرفته شود، دنباله نزولي خواهد بود

q

a
S

q
= = =

− +

3
2

11 1
2

    

  

32-    

    

a
a aq aq ... a ( q) a ( q)q

a
a a q a q ... a q a q

q


+ + + = = = −  = −− 

⇒ ⇒  
  + + + = = = − = −  −

2 2 2

2
2 2 2 2 4 2 2 2 2

2

4 4 1 16 11

1 1 1
1

  

    ( q) q ( q) q⇒ − = − ⇒ − = +2 216 1 1 16 1 1  

    q q q⇒ − = + ⇒ =
15

16 16 1
17

  

    

ي اول  جمله هندسي هستيم، ولي ي دنبالهدقت شود درگير يك   -35

ي جملات  بقيه( بايد از بقيه جدا شود آيد ميفقط پايين توپ چون 

  ). با هم دارند رارفت و برگشت

    / / / / / / ... ( / / ...)+ + + + + + + = + + +2 1 6 1 6 1 28 1 28 1 24 1 24 2 2 1 6 1 28� �  

  
/

( )
/

= + = + =
−

1 6
2 2 2 16 18

1 8�
  

  

ت اضلاع برابر نسبگردد؛ يعني قدر اضلاع هر مثلث در مقايسه با مثلث قبلي نصف مي  -37
1

2
به عبارت ديگر .  است

نسبت تشابه برابر
1

2
K، برابر  Kهاي دو مثلث متشابه با نسبت  نسبت مساحت.  است

  )چرا؟. ( است2

q تصاعد هندسي با قدر نسبتكي با =
1

4
ساحت مثلث اولي است كه  م،ي اول آن  مواجه هستيم و جمله

aبرابر
23

4
   . است

  
a a

S a∞ = = =

−

2 2
2

3 3
34 4

1 3 31
4 4

    

    

      :اريم دOABدر مثلث   -38

    OD OE.cos= °3    و   �
DC OD

AB OA
=    

 است، پس OAB ارتفاع مثلث OEكه  با توجه به اين  

برابر 
3

2
  :لذا داريم.  است

DC
( )

AB
= 23

2
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 مربوط به شش ضلعي اول است، نسبت اضلاع AB به شش ضلعي سوم و ط مربوCDكه  حال با توجه به اين

qبرابر) qي هندسي  با توجه به قدر نسبت دنباله(ها  آن
qپس.  است2 =

3

2
  . است

∞S  :ها داريم پس براي يافتن حد مجموع محيط = =

−

6

3
1

2

  

    :داريمها   مساحتqشده در سوال قبل براي  ي گفته با توجه به نكتهها  و براي يافتن حد مجموع مساحت

    
( )

S

( )

∞ = = =

−− 2

3 3 3
6

4 2 6 3
33 11
42

  

  
  

  :نكته

 n به هم وصل كنيم،  ضلعي منتظم راnهاي اضلاع يك  طور كلي هرگاه وسط به

 nهاي  ها و مساحت هاي آن با محيط ها و مساحت شوند كه محيط هايي ايجاد مي ضلعي

هاي  دهند و قدر نسبت محيط ي هندسي نزولي تشكيل مي ضلعي اوليه دنباله

cosها آن
n

π
cosها  هاي آن  و قدر نسبت مساحت

n

π2دباش  مي.    

  

  

  :اولاً  -41
R R

S ( )
π π

= =
3

3
3 4

4 4
          

R R
S ( )

π π
= =

2
2

2 2
2 2

          S R= π 2
1  

    
R

S R∞
π

= = π

−

2
22

1
1

2

  

  :ثانياً  
R

P ( ) R
π

= = π3
2

4 2
4

           
R

P ( ) R
π

= = π2
2

2 2
2

          P R= π1 2   

ي هندسي با قدر نسبت  ها دنباله شوند كه حد مجموع داشته باشند، ولي مساحت  كوچك نميها محيط
1

2
 

    .باشند مي
    

  

6°شده در دفعات اول ، دوم و سوم به ترتيب  مقدار رنگ  -42 �، °3   .خواهد بود...  و 15° و�

    ...° + ° + ° + = = °

−

6
6 3 15 12

1
1

2

�
� � �  

در نهايت
°

=
°

12 2

18 3

�

�
  .شود  محيط دايره رنگي مي

   اوليهمحيط

 1−) قدر نسبت(
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43-    S ( x)( x)sin= °
1

3 3 6
2

�          S (x)( x)sin= °1
1

2 6
2

�  

    
S Sx

( ) q
S Sx

= = ⇒ = − = − = ⇒ =
2

1 2
2

2 2 2 2 1 1
1 3 1

9 9 3 3 39
  

  

    
( x) ( x )

x
= = =

−

2 2
2

3 3
3 9 27 34 4
1 2 81
3 3

  ها مجموع مساحت

  

  

45-    
/

/ ... / / ...= + + + = + = + = + =

−

31
31 31 22912 3131 2 31 31 2 2 2
1 99 99 991

1 1

� � �� � � �

� � � �

  

    
/

/ ... / / ...= + + = = = =

−

123
123 123 4110 123123 123 123

1 999 999 3331
1 1

� � � �� � � � �

� � � � � �

  

    
/

/ ... ( / / ...) ( )
−

− = − + + = − = − =

−

42 42 14
4242 42 42

1 99 331
1

�
� � � � �

� �

  

  

46- 

  P(x) x bx cx d= + + +3 22  

  P( ) ( ) b( ) c( ) d d= + + + = → =3 22 2 2� � � �  

  P( ) ( ) b( ) c( ) b c= + + + = → + = −3 21 2 1 1 1 2 3 1    

  P( ) ( ) b( ) c( ) b c− = − + − + − + = → − =3 21 2 1 1 1 2 1 1  

P(x) x x= − +32 2  
  

  .كند  پس در آن صدق ميي معادله است  يك ريشه2−چون   -48

  
x

x ax ( ) a( ) a a
=−

+ + = → − + − + = → − + + = → =
23 2 3 2 5

3 2 2 3 8 4 3
4

� � �  

b c
b , c

b c

+ = −
⇒ ⇒ = = −

− =

1
1

1
�
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xحال بايد   x+ +3 25
3

4
x بر  +   :پس. پذير باشد  بخش2

  x x x+ + +3 25
3 2

4
  

  x x x x− ± − +3 2 2 3 3
2

4 2
  

  x− +23
3

4
  

  x x
23 3

4 2
∓ ∓  

    

  x +
3

3
2

  

  x− ±
3

3
2

  
  

  �     
    

x   :ها داريم بنابراين براي يافتن ساير ريشه   x− + = ⇒ ∆ < ⇒2 3 3

4 2
� �  

    . ديگري نداردي در نتيجه، معادله ريشه  

    

50-      

    x x P(x ) x (x ) ( )+ = ⇒ = − ⇒ = − = + = + = − + =2 2 2 4 2 2 21 1 1 1 1 1 1 2�  
  

51-      

    x x P(x ) x x x x (x ) (x ) x x+ = ⇒ = − ⇒ = − = − + − + = − + − +3 3 3 6 3 2 3 2 3 21 1 1 2 1 2 1�  

    ( ) ( ) x x x x= − − − + − + = − +2 2 21 2 1 1 4  

  

52-    

    
m n

m n

− + =
⇒ 

+ =

5

1
 

( ) ( ) m( ) n

m( ) n

 − + − + − + =
⇒ 

+ + + =

4 3

4 3

1 1 1 5

1 1 1 3
  

x x P( )

x x P( )

+ = ⇒ = − ⇒ − =

− = ⇒ = ⇒ =

1 1 1 5

1 1 1 3

�

�
  

      
m

n

= −
⇒ 

=

2

3
  

  x x x x P(x x) x x x (x ) x(x ) x− = ⇒ = ⇒ = = + − + = + − +2 2 2 4 3 2 2 22 3 2 3�  

  (x ) x(x) x x x x x= + − + = − + = − + =2 22 3 2 2 3 2 2 3 3  
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. پذير است نيز بخشQ(x)ي شده هاي تجزيه پذير باشد آن عبارت بر عامل  بخشQ(x)گاه عبارتي برهر  -56

  :بنابراين

  
x

x (x ) (x )

x

=
− = ⇒ − + = ⇒ 

= −

2 1
1 1 1

1
� �  

    
P( ) ( ) ( ) a( ) b a b b

P( ) a b a
( ) ( ) a( ) b

− = − + − + − + = − + = = −     
⇒ ⇒ ⇒   

+ = + = − = −    + + + =

3 2

3 2

1 1 1 1 1

1 2 11 1 1

� � �

� �

  

  

57-    x x (x )(x x ) (x ) x x+ + = ⇒ − + + = − × ⇒ − = ⇒ =2 2 3 31 1 1 1 1 1� � �  

    P(x) x P(x ) (x ) .x ( ) .x x= ⇒ = = = =26 3 3 8 2 8 2 21 1  

xاز طرفي چون عبارت بر   x+ +2 تر از آن  مانده بايد لااقل يك درجه كوچك ي باقي  درجهشود  تقسيم مي1

x  .دانيم باشد و مي x x x+ + = ⇒ = − −2 21 1�  

    P(x ) x x= = = − −3 21 1    
  

58-    x x P( )− = ⇒ = ⇒ =1 1 1 1�  

  x x P( )+ = ⇒ = − ⇒ − =2 2 2 4�  

  P(x) (x x )Q(x) ax b P(x) (x )(x )Q(x) ax b= + − + + ⇒ = − + + +2 2 1 2  

  
ax P( ) a( ) b a b

x P( ) a( ) b a b b

= −= ⇒ = + + = + = 
⇒ ⇒ ⇒ 

= − ⇒ − = + − + = − + = = 

11 1 1 1 1

2 2 2 4 2 4 2

�

�
  

  

60-    P(x) (x x )Q(x) x= + + + +2 1 1  

    R(x) (x x )Q (x) x′= + + + +2 1 2  

    P(x).R(x) (x x ) Q(x).Q (x) (x x )Q(x)(x ) (x x )Q (x)(x )′ ′= + + + + + + + + + +2 2 2 21 1 2 1 1  

    (x )(x )+ + +1 2  

x را برP(x).R(x)ي مانده چون باقي   x+ +2   :لذا . خواهيم  مي1

  x x x x+ + = ⇒ = − −2 21 1�  

  P.R(x x ) (x )(x )= − − = + + + + +2 1 1 2� � �  

  P.R(x x ) x x ( x ) x x= − − = + + = − − + + = +2 21 3 2 1 3 2 2 1  
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xي تقسيم بر مانده كه باقي جايي از آن  -63 x− +2 10 ax)ي يك كثر درجه بايد عبارتي حدا9 b)+داريم باشد :  

  P(x) (x x )Q(x) (ax b) P(x) (x ) (x )Q(x) ax b= − + + + ⇒ = − − + +2 1 9 1 9�  

  
P( ) a( ) b

P( ) a( ) b

= + +
⇒ 

= + +

1 1

9 9

�

�
  

  
P ( ) ( ) ( ) ( )

P( ) ( ) ( )

 = − + + = −
⇒ 

 = − + + =

1 99

1 99

1 1 9 1 2 1 1 5

9 9 9 9 2 9 1 19

��

��
  

  
a b

a a b R(x) x

a b

− = +
⇒ ⇒ = ⇒ = ⇒ = − ⇒ = −

= +

5
8 24 3 8 3 8

19 9
  

  

65-    

  
(x )x

x

−−
=

−

6

4

11

1

(x x x x x )

(x )

+ + + + +

−

5 4 3 2 1

1

x x x x x

(x x x ) x x x

+ + + + +
=

+ + + + + +

5 4 3 2

3 2 3 2
1

1 1
  الف( 

  

66-    (x y) (x ) (x ) (y) (x ) y (x ) y (x ) y (x )y y+ = + + + + + +2 6 2 6 2 5 2 4 2 2 3 3 2 2 4 2 5 66 15 2 15 6�  

    (x y) x x y x y x y x y x y y+ = + + + + + +2 6 12 1 8 2 6 3 4 4 2 5 66 15 2 15 6� �  

  

)تعداد جملات اين بسط برابر  )الف  -67 )+8   .باشد  مي9 يعني 1

x  ⇐  :براي يافتن مجموع ضرايب داريم  )ب   y= = 1  ⇐  (x y) ( )+ = + =8 8 82 1 2 3  

K)ي جمله  )پ   n بسطما1ُ+(
(a b)+ عبارت است از: n K Kn

a b
K

− 
× 

 
  

x)ي پنجم بسط پس جمله     y)+   : خواهد بود82

    
!

(x) ( y) x y x y x y
! !

−   
= × = × =   

×   

8 4 4 4 4 4 4 4 4 48 8 8
2 2 16 1120

4 4 4 4
      

  

70-    a b a b a b
 

= ⇒ = ⇒ = ⇒ × =  
 

3 2 3 2 3 2 3 25
72 1 72 72 2 3 72

2
� �   ي سوم جمله : �

   
a

a b

b

=
⇒ ⇒ + =

=

2
5

3
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71-    (x ) x x ( ) x ( ) x( ) ( )
x x x x x

+ = + + + +4 4 3 2 2 3 41 1 1 1 1
4 6 4  

    (x ) x x x x
x x x

+ = + + + +4 4 2
2

1 4 1
4 6  

x: ي دوم بسط برابر است با جمله   x
24  

    

 امُ و mهاي  گر جملهايعني  .الفاصله از طرفين با هم برابرند  پاسكال، ضريب جملات متساوي–در بسط خيام   -72

kاُم ضرايب يكساني در بسط n
(a b)+،داريم داشته باشند :k m n+ = + 2  

n  :پس در اين سوال داريم   n+ = + ⇒ =9 2 2 27�  

 15 و14هاي ، يعني جملات شمارهي وسط جمله داريم و دو جمله28پس. است27كه توان با توجه به اين  

  .دهند  بسط را تشكيل ميترين ضرايب داراي ضرايب برابر بوده و بزرگ

): چهاردهم داريمي  حال براي يافتن اين ضريب يعني جمله   )= 27
   ضريب13

    

  :روش اول  -73

    (x ) (x ) (x ) ( ) (x ) ( ) (x ) ( ) (x ) ( )
x x x x x

+ = + + + +3 8 3 8 3 7 3 6 2 3 5 3 3 4 41 1 1 1 1
8 28 56 7 �  

  (x ) ( ) (x ) ( ) (x )( ) ( )
x x x x

+ + + +3 3 5 3 2 6 3 7 81 1 1 1
56 28 8  

  :كه پس از ساده كردن داريم  

    (x ) x x x x x x
x x x

+ = + + + + + + + +3 8 24 2 16 12 8 4
4 8

1 8 1
8 28 56 7 56 28� �  

  .باشد ي هفتم مي شمارهي  جمله  ،xي فاقد   يعني جملهx مستقل از ي بنابراين جمله  

  :روش دوم  

  . در آن جمله برابر صفر باشدx شود، بايد توان xاي مستقل از كه جمله براي اين  

K)ي  جمله     .ورت زير است امُ بسط مورد نظر به ص1+(

    K K K K K
(x ) (x ) x x x

K K K

− − − − −     
× = × =          

     

3 8 1 24 3 24 48 8 8
  

  . را برابر صفر قرار دهيمxحال كافي است توان   

    K= + = + =1 6 1 Kي جمله    شماره7 K− = ⇒ = ⇒24 4 6�   

  . استxي هفتم مستقل از  بنابراين جمله  
  
  

  :نكته  

pدر بسط q n
(x x    :توان از فرمول مقابل يافت را مي xي مستقل از  ي جمله  شماره±(

  
P n

p q

×
+

−
1  
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  :روش اول  -76

     (x x) (x ) (x ) .x (x ) x (x ) .x (x ) x+ = + + + +3 12 3 12 3 11 3 1 2 3 9 3 3 8 412 66 220 495�   

  (x ) x (x ) x (x ) x (x ) x+ + + +3 7 5 3 6 6 3 5 7 3 4 8792 924 792 495  

  (x ) x (x ) x (x )x x+ + + +3 3 9 3 2 1 3 11 1222 66 12��  

  :بنابراين داريم  

    (x x) x x x x x x x x+ = + + + + + + +3 12 36 34 32 3 28 26 24 2212 66 22 495 792 924 792��  

    x x x x x+ + + + +2 18 16 14 12495 22 66 12� �  

xي شامل بنابراين جمله  
  .دهد  بسط را تشكيل ميي چهارم  جمله�3

  :روش دوم  

K)ي  جمله     .دهيم  قرار مي30 را برابرxاُم بسط را نوشته و توان 1+(

    K K K
(x ) (x) x

K K

− −   
=      

   

3 12 36 212 12
  

    K= + = + =1 3 1 Kي جمله   شماره4 K− = ⇒ = ⇒36 2 3 3�  

  :نكته  

hي شامل ي جمله براي يافتن شماره
x در بسط p q n

(x x     :توان از فرمول  مي±(

  
P n h

p q

× −
= +

−
  ي جمله  شماره1

  

xي شامل طور مثال در اين سوال جمله به  
  : عبارت است از�3

× −
+ = + =

−

3 12 30 6
1 1 4

3 1 2
   

  :نكته  

nدر بسط
(x y)+ي توان براي يافتن جمله  مي(K   :امُ بسط از فرمول1+(

 n K Kn
(x) (y)

K

− 
 
 
  .استفاده كرد 

x)ي سوم بسط طور مثال براي يافتن جمله به   x)+3 x)  :توان نوشت مي12 ) (x) x
 

= 
 

3 1 2 3212
66

2
�  

  

  الف(     -78

  = ×3 6125 2 5� ��  

    

  

  

1 2 5 2

5

2

5

2

5

1 2 5 5

2 5 5

5 5

1

� � �
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80-    =     . م. م.  ب7

    = × × =32 3 7   .م. م.  ك168

  

پس از آخرين باري كه هر سه ماشين با هم و در يك دقيقه از اين جاده عبور كنند؛ مدت زماني كه طول   -82

 .ها است هاي عبور آن زمان. م. م. كشد تا دوباره اين اتفاق بيافتد ك مي

    [ , , ] [ , , ]= × × = × × =2 4 2 4 2 25 75 144 5 3 5 2 3 2 3 5 36 � �  

 .كنند  ساعت اين سه ماشين مجدداً در يك دقيقه از جاده عبور مي60 دقيقه يا3600يعني پس از  

  

84-  
xy

x y z

=


=
4 49

  الف( 

  

  

  
(x )

(x ) (x )

= +


= × × + −
2 2

1

3 5 1 1
  ب( 

  

    
(x )

(x ) ,(x )(x ),(x )(x )

(x ) (x )(x )

= −
− − + − + ⇒ 

= − + +

2
2

3
3 3 3 3 2

3 3 2
    ث( 

  

    
x(x y)

x(x y), x(x y)

x(x y)

= +
+ + ⇒ 

= +

2
2

    ج( 

  

    
x(x )

x (x ) , x(x )(x )

x (x ) (x )

= +
+ − + ⇒ 

= + −

2 2
2 2

2
2 2 2

2 2
    چ( 

    

  :روش اول -87

xطرفين رابطه را در   −2   .كنيم ها است، ضرب مي مشترك مخرج. م. م.  كه ك1

    
A B x

( ) (x ) ( ) (x ) A(x ) B(x ) x
x x x

−
+ × − = × − ⇒ + + − = −

− + −

2 2
2

5 1
1 1 1 1 5 1

1 1 1
  

    Ax A Bx B x⇒ + + − = −5 1  

  
A B

(A B)x (A B) x
A B

+ =
⇒ + + − = − ⇒ 

− = −

5
5 1

1
  

    
A

B

=
⇒ 

=

2

3
  





, , , ,⇒ × × × ⇒314 21 56 2 7 3 7 2 7

  .م. م. ب
  

 .م. م. ك

  .م. م. ب
  

 .م. م. ك

  .م. م. ب
  

 .م. م. ك

  .م. م. ب
  

 .م. م. ك

  .م. م. ب
  

 .م. م. ك
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  :ش دومرو  

 B و A تشكيل شود و با حل دستگاه B و A دو عدد دلخواه بدهيم تا دو معادله با كمك xكافي است به  

  .شوند پيدا مي
  

107-     

    
S (a a ) (a a ) a

x Sx P x ax a a

P (a a ) (a a ) a a

= + + − =
⇒ − + = ⇒ − + − =

= + − = −

2 2 2
2

2
2� �  

  

111-  

    

b

c a

ax bx c ba

a

c

a

∆ <


 − > →  
 > ⇒ + + = ⇒   −∆ > ⇒ < → 


< → 

4 2

�

�

�
�

� �

�

  

 

xاست، پس ضريبي سهمي رو به پايين  چون دهانه  )1 -113
را در ها x  منفي است و چون منحني محور2

ها مثبت  اند؛ يعني ضرب آن  منفي هاي منفي قطع نموده است، پس دو ريشه طول
c

( )
a

> ها   و جمع آن�

 ي استمنف
b

( )
a

−
<   . نيز منفي خواهند بودc و b ، پس �

xي سهمي رو به بالا است، پس ضريب چون دهانه  )2  
a) مثبت است2 )>  و از طرفي چون منحني بر �

ي مضاعف مثبت دارد ها مماس شده است، پس يك ريشه محور طول
b

( )
a

− >
2

 منفي b، پس �

ها قطع نموده است؛ پس عرض از  ها را در قسمت مثبت رضاز طرفي چون منحني محور ع. باشد مي

  .گردد  نيز مقداري مثبت ميcمبداء تابع، يعني 
  

114-  

    f ( ) ( ) m( ) c c= ⇒ + + = ⇒ =21 1 1� � �  

  b ac⇒ ∆ = ⇒ − =2 4�   .است مماس  ها   طول وربر مح منحني  ⇒. دارد مضاعف ي  ريشه معادله   �

    m ( )( ) m⇒ − = ⇒ = ±2 4 1 1 2�  

bپس. جايي كه ريشه مثبت است از آن

a
− >

2
b ، يعني�

− >
2
b ، يعني� < mپس.  است� <   . است�

m لذا = −2  

 .معادله ريشه ندارد

  .معادله چهار ريشه دارد
  

 .معادله ريشه ندارد

 .معادله دو ريشه دارد
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119-  

  
b

x
a

− − ∆
′′ =

2
   و   

b
x

a

− + ∆
′ =

2
  

  
b b

| x x | | | | | |
a a a a | a |

− + ∆ − − ∆ ∆ ∆ ∆
′ ′′− = − = = =

2

2 2 2
  

  

120-  ,Kα α  

    

b b b
S K (K )

a a a(K )

c c c
P (K ) K

a a Ka

− 
= α + α = − ⇒ + α = − ⇒ α = + 

 
 = α α = ⇒ α = ⇒ α =
  

2 2

1
1

  

    
b c b c K ca

( )
a(K ) Ka Kaa (K ) (K ) b

−
⇒ = ⇒ = ⇒ =

+ + +

2
2

2 2 2 21 1 1
  

  

122-  b ( )
S

a

− − −
= = =

4
4

1
  

  c
P

a
= = =

1
1

1
  

  A | | A | | S P A= α − β ⇒ = α − β = α + β − αβ = − = − = ⇒ = ±2 2 2 2 4 2 1 2 2  

Aپس.  بايد مثبت باشدAچون    =       .است2
  

123-   b ( m )
S m

a

− −
= − = =

2
29

9
1

  

    c
P

a
= = =

8
8

1
  

    ( )α + β = ⇒ α + β = ⇒ α + β + α β + αβ =3 3 2 23 33 33 33 3 3 3 27  

    ( ) S P( ) m ( )⇒ α + β + αβ α + β = ⇒ + = ⇒ + =233 33 3

3

3 27 3 3 27 9 3 8 3 27
�����

  

    m m m m⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ + =2 2 4 49 9 1 1 1 2  
    

125-   b
S

a

−
= = 3  

  c
P m

a
= = 2  

  ( ) S ( )α + β = ⇒ α + α + β = ⇒ α + α + β = ⇒ α + = ⇒ α + =3 2 7 2 2 7 2 7 2 7 2 3 7  

  ( )⇒ α = ⇒ + β = ⇒ β =1 3 1 2 7 2  

  P m ( ) m= αβ⇒ = ⇒ =2 1 2 1  
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127-  c
P

a
= = ⇒ α = ⇒ α =38 8 P   و   2 ( )β = α ⇒ = αβ = α α = α2 2 3  

  x m m= ⇒ − + = ⇒ =2 4 12 8 1�  

  

129-  X X
X

= − ⇒ = + ⇒ α =
α α +

2 2 2
1 1

1
  ي جديد  ريشه

جاي آن  پس به در معادله صادق استαچون   
X +

2

1
  .كنيم گذاري مي  را جاي

    x x ( ) ( )
X X

− − = ⇒ − − = ⇒
+ +

2 22 2
3 1 3 1

1 1
� �   

X)طرفين را در   )+   :كنيم  ضرب مي21

    ( ) (X ) (X ) X X X− + − + = ⇒ − − − − − =2 2 23 2 2 1 1 12 2 2 2 1� �  

X  :ي جديد معادله   X X X⇒ − − + = ⇒ + − =2 24 9 4 9� �  

  

130-   x (x ) y+ − + =5 2 17� �    

  x y x y+ = ⇒ + =2 2 22 11� �  

  
x y y x

xy xy

+ = = − 
⇒ 

= = 

11 11

28 28

� �

� � � �
  

  

    
x( x) x x x x

x y

x y

− = ⇒ − = ⇒ − + =

= ⇒ =
⇒ 

= ⇒ =

2 211 28 11 28 11 28

4 7

7 4

� �� � �� � �� �

� �

� �

  

  

132-  f (x) ax bx c= + +2 )3  

    
a b

a b

 − =
⇒ 

+ =

2

9 3 2

a b c

a b c

c

 − + =



⇒ + + =


= −

9 3

2

�

�

f ( ) a( ) b( ) c

f ( ) a( ) b( ) c

f ( ) a( ) b( ) c

 − = − + − + =



= + + =


= + + = −

2

2

2

1 1 1

3 3 3

2

�

�

� � �

  

    a a b= ⇒ = ⇒ = −
2 4

12 8
3 3

    

fي پس معادله   (x)آيد مي به صورت مقابل در.  f (x) x x= − −22 4
2

3 3
  

 .ق. ق. غ

 ي قديم ريشه
 ي قديم ريشه
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133-  L x= +2 2 25  

    L ( x)′ = + −2 2 21 2� �  

    L L x x x′+ = + + + − +2 2 2 225 1 4 4�� � � �  

    min

b
x x X

a ( )

−
= − + ⇒ = − = − =2 4

2 4 525 1
2 2 2

�
� �  

xپس به ازاي     .گردد ترين مي ها تا زمين، كم مجموع مربعات طول سيم�1=

tanكه با توجه به اين -134 x
cot x

=
1

tanكه  و با فرض اين x A= داريم.باشد :  

    
A

f (x) tan x f (x) A y A y A yA
tan x A A A

+
= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ − + =

2
24 4 4 4

4 �  

    min

b y y
A

a

−
= − = − =

2 2 2
  

گذاري با جاي  
y

2
  : در اصل معادله داريمAجاي   به

    
y y y y

A yA ( ) y( ) y y− + = ⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ = ⇒ = ±
2 2

2 2 24 4 4 16 4
2 2 4 2

� � �  

.  نيز مثبت خواهد بودyده و مثبت بوAي اول مثلثاتي قرار دارد، در نتيجه   در ناحيهxكه  با توجه به اين  

yبنابراين جواب  =   . قابل قبول است4

  
الزاويه محورهاي مختصات  كنيم اضلاع مثلث قائم براي حل اين سوال فرض مي -136

)باشند و وتر خطي است مايل كه از نقاط مي , ) و�4( , )3   .گذرد  مي�

x: ي خط عبارت است از معادله   y
+ =1

3 4
x:  يعني

y = −
4

4
3

  

  
  

  

  :نكته  

xاي برابر  دارد معادلهqو عرض از مبداء  pطور كلي خطي كه طول از مبداء  به y

p q
+ =1 

  .دارد
  

  :از طرفي مساحت مستطيل عبارت است از

  = × =
3

2 3
2max max

( )
x x b

S xy x( ) x x S ( )
a

( )

= = − = − ⇒ = − = − = ⇒ = −

−

2
3

44 4 4 3 3 24 4 4
43 3 2 2 2 32
3
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137-     
b

S
a

− −
= = = −

1
1

1
  

      
c

P
a

−
= = = −

3
3

1
  

  ( ) ( ) S PS ( ) ( ) ( )

P

α β α + β α + β − αβ α + β − − − − −
+ = = = = = −

β α αβ αβ −

2 2 3 3 3 3 33 3 1 3 3 1 1

3 3

  ب( �

  

  ( ) ( ) ( ) S ( )α + α + β = α α + α + β = α + β = α + β = = − = −3 2 2

3

3 3 3 3 3 3 3 1 3
�����

  پ( 

  x = α⇒ α + α − = ⇒ α + α =2 23 3�   

  α + α α + α α + β −
+ + = + = + =

α β αβ −β + β β + β

2 2

2 2
1 1 3 1 4

3 3 3
  ت( 

  x = α⇒ α + α − = ⇒ α + α =2 23 3�  

  x = β⇒ β + β − = ⇒ β + β =2 23 3�  
  

 در معادله مقدارxكافي است به جاي  -138
x

1
  :كنيم گذاري  را جاي 

    
x

xx x x x ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x

→
+ − − − = → + − − − =

1
4 3 2 4 3 21 1 1 1 1 1

2 5 11 2 5 11
2 2

� �  

xطرفين را در  
x  :كنيم  ضرب مي4 x x x+ − − − =2 3 41

1 2 5 11
2

�  

  .ي اوليه دارد هاي معادله هايي معكوس ريشه اين معادله ريشه  

  

139-   x x x (x ) ( )= + ⇒ = + ⇒ − = ⇒ − =2 2 2 2 22 1 2 1 1 2 1 2  

    x x x x⇒ − + = ⇒ − − =4 2 4 22 1 2 2 1 �  

 

142-   (x ) (x ) x A
x x x

+ − + + = ⇒ + =21 1 1
3 1 �  

  
A / x /

x
A A

x /A /
x

 + 
= + =  

− + = ⇒ ⇒ 
−  + =′ =  

2

3 5 1
2 6 2 6

23 1
13 5 88

2

�

�

�� �

  

 لذا امكان ،گردد  مي2−تر، مساوي  يا كوچك2تر، مساوي دد با معكوسش بزرگجايي كه مجموع هر ع از آن  

xندارد كه /
x

+ =
1

  : ، پس فقط داريم�8

x.  ريشه دارد2     / x / x
x

+ = ⇒ − + = ⇒ ∆ > →21
2 6 2 6 1 � � 
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143-     

 ريشه 4    
t x x x x x

x x t t t

t x x x x x

 = ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ = ±
− = ⇒ − + = ⇒ ⇒

= ⇒ − = ⇒ − − = ⇒ = ±

2 2
2 2

2 2

1 2 1 2 1 1 2
2 3 2

2 2 2 2 2 1 3

�
�

�
  

  

144-   x x
A A (A ) A

A A A

− −= > ⇒ = = ⇒ + = ⇒ + = ±1 21 1 25 1 5
2 2

4 2
�  

 وAچون   
A

− لذا مثبت هستند1
5

2
  . غيرقابل قبول است

    
x

x

A x

A A A
A A x

−

 = ⇒ = ⇒ =


+ = ⇒ − + = ⇒ 
= ⇒ = = ⇒ = −



2
1

2 2 2 11 5
2 5 2 1 12 2 2 1

2 2

�    

  

145-  
x x x

x x x x

+ − +
+ = ⇒

−

1 1 2 1

1

x

(x ) x

+
=

−

2

1

x
x x (x )(x )

x

−
⇒ = + ⇒ − = − +

−

2 1
2 2 1 1 2

1
  پ( 

    

x

x x x x x

x

 +
=


⇒ − = + − ⇒ − − = ⇒ 

−
=

2 2

1 5

22 1 2 1
1 5

2

�  

    .قابل قبول هستنددو   هرپس. كنند ها را صفر نمي كدام مخرج هيچ  

  
x x x x (x ) x

x x (x )( x )x x x x

− − −
− = ⇒ =

− − − −− + − +

2

2 2
1 5 2 3 5

3 2 1 3 2 12 7 3 2 7 3
  خ( 

    
x x

x x

− +
⇒

− +

2

2

2 2 3

2 7 3

x

x x

=
− +2

5

2 7 3
x x x⇒ − + =2 2 3 5  

    
x

x x

x

 =


⇒ − + = ⇒ 
=



2
3

2 7 3 1

2

�  

  .بنابراين معادله ريشه ندارد. كنند و غيرقابل قبول هستند هر دو ريشه مخرج را صفر مي  

  
x(x )

+ + =
−− 2

1 4
3

22
  د( �

x)طرفين معادله را در   )−   :كنيم  ضرب مي22

  (x ) (x ) x x x+ − + − = ⇒ + − + − + =2 21 4 2 3 2 1 4 8 3 12 12� �   

    
x

x x

x


=

− + = ⇒ 
 =

2
5

33 8 5

1

�  

  .هر دو ريشه قابل قبول هستند  

  .ق. ق. غ
  

 .ق. ق. غ
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(x x) (x x)

+ =
− + − +2 2 2 2

1 1 3

21 2
  ذ( 

x)با فرض x) A− =2   : داريم2

  (A ) (A )
A A A

A A A A

+ + +
+ = ⇒ = ⇒ + + = +

+ + + +

2
2

1 1 3 2 1 3
3 9 6 4 6

1 2 2 23 2
  

  

x
A (x x)

x
A A

A (x x)

=
= ⇒ − = ⇒

=
⇒ + = ⇒

− −
= ⇒ − =

2 2

2

2 2

1
3 5

5 5

3 3

�
� �

�  

  x x

x x

+
+ =

+

2

2
1

2
1

  ر( 

xبا فرض 
A

x

+
=

2   : داريم1

  A x
A A A (A ) A x x

A A x

+ +
+ = ⇒ = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ + =

2 2
2 2 21 1 1

2 2 2 1 1 1 1 1� �    

x  .معادله ريشه ندارد x⇒ − + = ⇒ ∆ < ⇒2 1 � �    

  
x x x x x x

+ =
− + − + − +2 2 2

1 2 6

2 2 2 3 2 4
  ژ( 

  (t )(t ) (t )(t ) (t )(t )
x x t

t t t (t )(t )(t )

+ + + + + − + +
− = ⇒ + − = ⇒ =

+ + + + + +

2 1 2 6 1 3 4 2 2 4 6 2 3
2

2 3 4 2 3 4
� �  

  t t (t t ) (t t ) t t⇒ + + + + + − + + = ⇒ + + =2 2 2 27 12 2 6 8 6 5 6 3 11 8� �  

  
.ريشه ندارد

t x x x x x

t x x x x

 = − ⇒ − = − ⇒ − + = ⇒ =


⇒ 
= − ⇒ − = − ⇒ − + = ⇒∆ < ⇒



2 2

2 2

1 2 1 2 1 1

8 8
2 3 6 8

3 3

�

� �
  

xاگر جواب  در نتيجه اين معادله يك . كند بينيم كه در معادله صدق مي  را در معادله امتحان كنيم، مي1=

  .ريشه دارد

  

146-  
a bx x /

+ =
1 1 1

7 5
  

    b
b b b

b b b b

x
x x x

x x (x )x

+
+ = ⇒ = ⇒ + = +

+ +

22 21 1 2 2
2 15 15

2 15 2 15

�
� �

� �
  

    b b b ax x x x⇒ + − = ⇒ = ⇒ =2 5 15 1 3� � � �  

 .ق. ق. غ
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147-  

  
x x

x x x
x x

≥ ⇒ ≥
− + = ⇒ → ≥

+ ≥ ⇒ ≥ −

2
2 1

1 1
∩� �

� �
�

  الف( 

x.  ق. ق   x x x x= + ⇒ = + ⇒ =2 1 2 1 1  
  

  x x+ + =2 1   ب( �

x و هم مقدارx2هم مقدار   گردد كه هر دو با هم صفر  يها زماني صفر م پس جمع آن.  نامنفي است1+

xباشد، زيرا راديكال اول به ازاي پذير نمي شوند، كه اين موضوع هم امكان = x و راديكال دوم به ازاي0 = −1 

  .پس معادله ريشه ندارد. گردند صفر مي

  
x x

x x x x x
x x

≥ ⇒ ≥
+ + = ⇒ → ≥ ⇒ + = −

+ ≥ ⇒ ≥ −
5 5 5 5

5 5
∩� �

�
�

  ت( 

  x ( x ) x⇒ + = − ⇒25 5 x x+ = − +5 25 1� x⇒ =1 2� �  

x.  ق. ق   x⇒ = ⇒ =2 4  
  

  :نكته  

x برسانيد به2 و آن را به تواننشويد) A( اگر متوجه شرط در اين سوال =  دست 3

گرديد كه اين جواب يك جواب  گذاري آن در اصل سوال متوجه مي يابيد كه با جاي مي

  .في است و غيرقابل قبول استاضا
  

  
x

x x
xx

+ ≥
+ − = ⇒ ⇒ > −

+ >+ 

12
1 1 1

11

�

�
  خ( 

  x
x ( x ) x

x

+
⇒ + − = → + − = +

+

1 22
1 1 1 2 1

1
  

  (x ) x x x− = + ⇒ − =2 21 1 3 �x x⇒ − = +1 1  

  
xبا شرط x. متناقض است1≤

x(x )

x

=
⇒ − = ⇒

=
3

3

�
�  

  

  x x (a b) a b ab(a b)+ + = → + = + + +3 3 33 32 1 1   ز( 3
  

    ( x) (x ) ( x )( x )( x x )⇒ + + + + + + =3 3 3 3

1

2 1 3 2 1 2 1 1�������  

    x ( x )( x )( )⇒ + + + =3 33 1 3 2 1 1 1  

    x x x x x x⇒ + + + = ⇒ + = −
3 32 23 1 3 2 2 1 3 2 2 3  

    x x x x x x x x x⇒ + = − ⇒ + = − ⇒ + + =
3 2 2 3 3 22 2 2 2 2 2 �  

    x x+ + = ⇒∆ <2 2 2 � x(x   و   � x ) x⇒ + + = ⇒ =2 2 2 � �  

 ن درضرب طرفي

 .ق. ق

  رسانيم  مي3به توان 
 مطابق اتحاد
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  x x x x x
x t

x x x tx x x

− −
− + = − ⇒ + = − ⇒ = ⇒ =

− − −

2 2
3 33 3 3 3

2 2 2
2 2 2 1

2 2
2 2 2

  ص( 

  t t t t
t

⇒ + = − ⇒ + + = ⇒ = −21
2 2 1 1�  

  
xx x

x x x x
xx x

=− − 
= − ⇒ = − ⇒ − = − ⇒ + − = ⇒ 

= −

2 2
2 23 12 2

1 1 2 2
2

�  

  x x x x x x t t t+ + + + + = ⇒ + = ⇒ + + + =2 2 23 12 3 5 7 3 12 5   ض( 7

  t t⇒ + = − +12 7 5  

  t t t t t⇒ + = + + − + ⇒ + = ⇒ + =12 49 5 14 5 14 5 42 5   2 طرفين به توان 3

  t t⇒ + = ⇒ =5 9 4  

  
x

x x x x
x

=
+ = ⇒ + − = ⇒ 

= −

2 2 1
3 4 3 4

4
�  

 بوده و هر دو جواب R ي عبارت فوق برابر لذا دامنه. هاي زير راديكال همواره مثبت هستند چون عبارت

  .قابل قبول هستند

  x x x t t t− + + − − = ⇒ − = ⇒ + + − =
3 32 2 2 3 33 7 9 3 4 3 7 9   ط( 4

  t t ( (t )( t) )( t t )+ + − + + − + + − =3 33

4

7 9 3 7 9 7 9 64�������  

  t t t t⇒ − + + = ⇒ − + + =
3 2 212 2 63 48 2 63 64  

  t t t⇒ − + = ⇒ =2 2 1 1�  

  x x x x− = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±2 2 23 1 3 1 4 2  

  

148-   A(x , x ) d x y x ( x ) x ( x )+ ⇒ = + ⇒ = + + ⇒ = + +2 2 2 2 2 22 1 1 2 1 1 2 1� �  

    
x y

x x x x x
x y

= ⇒ =

⇒ = + + + ⇒ + − = ⇒ − −
= ⇒ =

2 2 2
1 3

1 4 4 1 5 4 9 9 13

5 5

� �  

  

xي معادله تنها ريشه -150 =   . است�

    x x
( )=
1

3
3
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  .معادله هفت ريشه دارد -152

    
x

sin x =
π

2

5
  

  

  

  

  .معادله يك ريشه دارد -153

    x x x+ = −22 2  

    x x x= − −2 2 2  

  

  

  

  .اي ندارد چ ريشهمعادله هي  -156

    | x | log x=  

  
  

  

157-  

  ( ) ( ) ( ) | |− = + − = − = −2 2 25 2 6 2 3 2 2 3 2 3 2   پ( 3

    ( )= − − = −2 3 3 2  
  

  x x (x ) | x | x+ + = + = + = +4 2 2 2 2 24 4 2 2   ث( 2
  

  sin x cos x sin x cos x sin x cos x (sin x cos x)− = + − = −2 2 21 2   چ( 2
  

  (sin x cos x) cos x sin x− − = −| sin x cos x |−  
  

159-   x x (x )(x ) x+ + ≤ ⇒ + + ≤ ⇒ − ≤ ≤ −2 4 3 1 3 3 1� �  

  :و داريم  

    x x x | x | x− ≤ ≤ − ⇒ ≥− ≥ ⇒ ≥ − ≥ ⇒ − = −3 1 6 2 2 7 1 2 3 1 2 1 2  

    x x x | x | x− ≤ ≤ − ⇒ − ≤ ≤ − ⇒ − ≤ + ≤ − ⇒ + = − −3 1 9 3 3 7 3 2 1 3 2 3 2  

    A | x | | x | ( x) x x= − − + = − + + = +1 2 3 2 1 2 3 2 3  

x cos x sin x
π

< < ⇒ >
4

� 
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162-  

    f (x)
y

| f (x) |
  الف( =

    
f (x) x c

y

f (x) x c

> ⇒ >
= 

− < ⇒ <

1

1

�

�
  

  

    f (x) | f (x) |
y

+
=

2
  ب( 

    
f (x) f (x) x c

y

f (x) x c

≥ ⇒ ≥
= 

< ⇒ <

�

� �
  

  

163-  

|براي رسم نمودار    f (x) f  ابتدا نمودار| (x)را رسم كرده و   | f (x)   الف(|

  ها  قرار دارد را xهايي از نمودار كه زير محور  سپس قسمت  

  .كنيم به بالا منتقل ميقرينه را به صورت   
  

fاربراي رسم نمود   (| x f   ابتدا بخشي از نمودار كه در سمت(| ( | x   ب((|

x)چپ      قرار گرفته را حذف كرده و سپس قسمت راست0>(

x)نمودار     .كنيم  ها قرينه ميy را نسبت به محور 0<(

  

fابتدا نمودار   (| x |   هاي پايين متـرا رسم كرده و سپس قس(| f (| x   پ(|(|

  .كنيم ها را به بالا قرينه ميxمحور   

  

  
165-    | x | / / x / / x / / x /− < ⇒ − < − < ⇒ < < ⇒ < <2 1 4 4 2 1 4 6 2 1 4 3 7� � � � � �  

  :توانيم بنويسيم براي بيان فارسي مي  

    | x | / | x | / | x | /− < ⇒ − < ⇒ − <
1 1

2 1 4 2 4 2
2 2

� � �  

ها از  است كه اختلاف آنقي حقياي از اعداد  مجموعهxبنابراين   
1

2
/حداكثر   . باشد�2

  

166-  

  x x x | x |< < → − < − < − ⇒ − < − < ⇒ − <2 4 2 3 3 4 3 1 3 1 3   الف( 1
   را از 4 و 2ميانگين 

 .كنيم طرفين كم مي

x

y

c

x

y

aa¢

x

y

abc

x

y

aa¢
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167-  

  | x | x | x |− ≤   الف( ≥

    | y | y | y |− ≤ ≤  

    (| x | | y |) x y | x | | y |− + ≤ + ≤ +  

    | x y | | x | | y |+ ≤ +  

  

168-          (I)
a

a a
(a ) a a a a a

a a a>

+
− ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ + ≥ → ≥ ⇒ + ≥

2
2 2 2 1 2 1

1 2 1 1 2 2
�

� �  

  :از طرفي داريم  

    (II)      
a

(a ) a a a a a
a>

+ ≥ ⇒ + + ≥ ⇒ + ≥− → + ≤ −2 2 2 1
1 2 1 1 2 2

�
� � 

|  : داريم(II) و (I) نتايجاز    a |
a

+ ≥
1

2  

  

170- 

  
x x

f (x) x | x |

x x

 ≥
= = 

− <

3
2

3

�

�
  الف( 

  

  

(x ) (x ) x x x

f (x) | x | | x | (x ) (x ) x x

(x ) (x ) x x x

− + + ≥ ≥ 
 

= − + + = − − + + − ≤ ≤ = − ≤ < 
 − − − + ≤− − < − 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2

  ب( 

  

  
x x x x

f (x) | x || x | | x x |

(x x) x

 − ≥ ≤
= − = − = 

− − ≤ ≤

2
2

2

3 3
3 3

3 3

�

�
  ج( 

  

x
xx

x x
f (x)

x| x |
x x

x

 >> 
= = = 

 < − <−

1

1

��

� �

  چ( 

  

171-  

  

x x
| x | | x |

| x | x x

| x | | x |

 − = ⇒ =
− + = ⇒ − = ⇒ 

− + = ⇒ − = − ⇒ = 
 − + = − ⇒ − = −

1 1 2
1 1 2 1 1

1 1 2 1 1

1 1 2 1 3

  ب( �

  

 aتقسم طرفين بر 

 aتقسم طرفين بر 

 يا

 .ق. ق. غ
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x x x x x

| x | x
(x ) x x x x x

− = + ≥ = − ≥ 
− = + ⇒ ⇒ 

− − = + < − + = + < 

2 2 1 2 3 2
2 2 1

2 2 1 2 2 2 1 2
  ت( 

  

    
x

x

x x

 = −


⇒ ⇒ =
= <



3 1
1 32
3

      

  

  

x x x x x x

| x | | x | x (x ) x x x x

x (x ) x x x x

 + − = ≥ − = ⇒ = ≥ 
 

+ − = ⇒ − − = < < ⇒ + = ⇒ = < < 
 
 − − − = ≤ − + = ⇒ = − ≤
 

52 1 4 1 3 1 4 1
3

2 1 4 2 1 4 1 1 4 3 1

2 1 4 3 1 4 1

� �

� �

  ج( 

  

  

x

x

x


=


⇒ =


 = −


5

3
3

1

  ها با توجه به شرط  

  

  

|ي ور كلي معادلهط به -172 x a | | x b | K− + − K زماني دو ريشه دارد كه= | a b |>   . باشد−

|ي  معادله   x m | | x m |− + − =4 6 | زماني دو ريشه دارد كه2 m m |> −2 4   :يعني.  باشد6

    | m | | m | | m | m− < ⇒ < ⇒ < ⇒ − < <2 2 2 2 1 1 1  

  

173-   

x.دو ريشه دارد )الف   x و1= = −1  

  

  
  

  

x  ريشه در دومعادله  )پ   = x و �
π

=
2

  . دارد

  
  

  

  

 .ق. ق. غ

 .ق. ق

 .ق.  ق

 .ق. ق. غ

 .ق.  ق



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه  50 

 

 

 

yبراي رسم تابع  )ث   | x | | x |= − + +1   :آوريم اي درمي ، ابتدا آن را به صورت چند ضابطه1

    

(x ) (x ) x

f (x) (x ) (x ) x

(x ) (x ) x

− + + ≥


= − − + + − ≤ ≤
− − − + ≤

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

  

  

    

x x

f (x) x

x x

≥


= − < <
− ≤ −

2 1

2 1 1

2 1

  

  

]ي بازه دو منحني در   , ]−1     .كند شمار ريشه پيدا مي  بي معادلهافتند و  روي هم مي1
  

  .بنابراين معادله دو ريشه دارد  )ح  

  

  

  
  

  شمار نقطه قطع مطابق شكل دو منحني يكديگر را در بي  )د  

  .شمار ريشه دارد معادله بي پس .دنكن مي    

      

  
  

174-  

    
y x y

| y | x
(y ) x y

− = + ≥
− = + ⇒ 

− − = + <

2 1 2
2 1

2 1 2
  ب(  

    
y x y

y x y

= + ≥
⇒ 

= − + <

3 2

1 2
  

    

  :نكته  

ay| شكل بهيهاي رابطه b| cx d+ = ي  ها نقطه باشند و رأس آن مي < يا > به صورت +
d b

( , )
c a

−   .باشد مي −

  

    | x | | y |+ − =1   پ(  2

    

x , y x y y x

x , y x y y x

x , y x y y x

x , y x y y x

≥ ≥ ⇒ + − = ⇒ = −
 < < ⇒ − − + = ⇒ = − −


< ≥ ⇒ − + − = ⇒ = +
 ≥ < ⇒ − + = ⇒ = −

1 1 2 3

1 1 2 1

1 1 2 3

1 1 2 1

�

�

�

�

  

)شكل مربعي است به مركز   ,   4و به قطر�1(
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  :نكته  

|ي  رابطه x | | y | K− α + −β ) مربعي است به مركز = , )α βر  و قطK2ي   و رابطه

a |x | b| y | K− α + −β ) يك لوزي است به مركز = , )α β و قطرهاي K

a

K و 2

b

2.  

  

176-    

    

x x

y | x | | x | x

x x

− ≥


= − + − = < <
− + ≤

2 6 4

2 4 2 2 4

2 6 2

  

 2ي آن برابر   و قاعده4 ارتفاع اين مثلث مطابق شكل برابر  
  .گردد  مي4بنابراين مساحت مثلث برابر . باشد مي

  
    

  :نكته  

yتابع به صورت  | x a | | x b |= − + ناميده  كه تابع گلداني −

  .آيد  درميهمواره به شكل مقابل. شود مي

yتابع به صورت  | x a | | x b |= − −  كه تابع آبشاري يا −

  .باشد شود همواره به يكي از دو شكل زير مي ميه ناميده سرسر

    

x

y

a

b

y= |b a|
__

y=|b a|
_

  

x

y

y=|b a|
_

a
b

y= |b a|
__

  
 

  
Kكه نماييد، در صورتي طور كه مشاهده مي همان -178 <   باشد،�

  . معادله ريشه ندارد،K1يعني خط

  K =   .ريشه دارد 2معادله ،  K2 باشد، يعني خط�

  K<   . ريشه دارد4معادله ، K3 باشد، يعني خط�1>

  K =   . ريشه دارد3معادله ، K4 باشد، يعني خط1

  K >   . ريشه دارد2معادله ، K5 باشد، يعني خط1

>Kافتد كه ترين ريشه، در حالتي اتفاق مي پس بيش   <   . باشد�1
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179-   

    

x | x |

x x | x |

x | x |

≤ + < ⇒ ≤ + <


− < < ⇒ − < + < ⇒ → ≤ + <
− < + < ⇒ < + <

1 2 1 2

5 1 4 1 2 1 4

4 1 1 4

∪
� �

�

� �

   

  

  

180-  

  | x | | x | x x x x x x
−

− < + → − + < + + ⇒ − < ⇒ <2 2 1
2 3 4 4 6 9 5 1

2
  الف( �

  

  x
| x | x (x ) (x )

+
− < + → − < +

3 2 22 3 2   ب( 3
  

    x x x x x x
−

⇒ − + < + + ⇒ − < ⇒ <2 2 1
4 4 6 9 5 1

2
�  

  

  x

x x x

x | x |

x (x ) x

−
− < + ≥ −


− < + →

 − < − + < −

2
2 3 3

2 3

2 3 3

  پ( 

    
x x

x x x
x x


− < ≥ −  ≥ − 

⇒ ⇒ 
< − ⇒ < − < − 

< − < − 

2 3 3 3

1
12 1 3

32
2
∩

  

    R : ي جواب مجموعه
x

x

≥ −
⇒ ⇒

< −

3

3
  

  

  | x | | x | | x |− − < ⇒ − < − − < ⇒ − < − <2 3 4 4 2 3 4 1 2   ث( 7

)نامساوي سمت چپ بديهي است؛ چون قدر مطلق هموار از         :پس. گردد تر مي  بزرگ1−(

    | x | x x− < ⇒ − < − < ⇒ − < <2 7 7 2 7 5 9  
  

  | x | x x | x || x x | x x− < + + ⇒ − + + < + +3 2 2 28 2 4 2 2 4 2   چ( 4

xكه در با توجه به اين   x+ +2 2 ∆ مقدار4 <   :پس عبارت همواره مثبت است و داريم.  است�

  | x | (x x )− + +22 2 4 x x< + +2 2 4 | x | x x⇒ − < ⇒ − < − < ⇒ < <2 1 1 2 1 1 3  

  
x x

x x x
x x

− ≥ ⇒ ≥
− + + ≤ ⇒ → ≥

+ ≥ ⇒ ≥−

1 1
1 2 1 1

2 2
∩�

�
  ز( 

    x x (x ) (x ) (x )(x )⇒ − + + ≤ → − + + + − + ≤1 2 1 1 2 2 1 2 1  

    x x x x x x⇒ + + + − ≤ ⇒ ≤− + −2 22 1 2 2 1 2 2 2  

    { }
− ∪ �x x x x⇒ ≤− + − ⇒ ∈2 2  

  .ت اس∅پس مجموعه جواب نامعادله. باشد پذير نمي  امكان رابطهكه با توجه به شرط اوليه ، اين  

 يا  يا

  2به توان 

 رسانيم مي

  تر است  پس مثبت           از قدر مطلق بزرگ

  رساند2را به توان توان طرفين      است و مي

 يا

 يا يا

 2توان 

 مواره برقراره

  تر است  پس علامت آن              از قدر مطلق كوچك

 . رساندن را  نداريم2ي به توان    نامعلوم است و اجازه
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181-   
x x a x x a x x a x x

x x x x x x

+ + + + + + − − −
< ⇒ − < ⇒ <

+ + + + + +

2 2 2 2

2 2 2
3 3 3 2 2 2

2 2
1 1 1

� �   

xكه مخرج ريشه ندارد و ضريب با توجه به اين  
   نيز در2

x x (a )

x x

− + + −
⇒ < ⇒

+ +

2

2
2

1
�  

  . پس عبارتي است، همواره مثبتآن مثبت است،  

    
( ) ( )(a )

x x (a ) (a )

x

∆ < + − − − < 
− + + − < ⇒ ⇒ ⇒ + − < 

< − < 

2
2

2

1 4 1 2
2 0 1 4 2

1

� �
�

� �
  

    a a⇒ < ⇒ <
7

4 7
4

  

  

184-   | x | x x x | x |+ ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤ ⇒ ≤ + ≤1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 5 5 1 2 5 5  

  
K

| | K K
| x | x K

 =


′⇒ ≥ ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ⇒ + = + =
+ + ′ =



11 1 1 1 1 1 6
1 111 2 5 5 5 2 5 5 5

5

  

 

)ي هزبار با توجه به نمودارها د -185 , )1 | عبارت2 x |− x بالاي3   .دشو تر مي پس از آن بزرگ. است1−

xدر   =   .اند هم مساوي دو تابع با 2

)ي در بازه   , )+ | نيز مجدداً تابع5∞ x |− x بالاي3   .شود تر مي گيرد و از آن بزرگ  قرار مي1−

xدر   =  .اند  نيز دو تابع با هم مساوي5

  :طور كلي پس به  

    

x

| x | x

x

≥


− ≥ − ⇒ 
 ≤ ≤

5

3 1

1 2

∪  

  

x )الف  -186 > 3  

  

  
  

  

|  )ب   sin x | | x |≥  

xبنابراين مجموعه جواب اين نامعادله فقط     = است كه 0

   .دو تابع با هم برابرند

 ضريب

x

y

|x|
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  مودفصل                                          

  ابعت                                  

  

  
  

  

Aتوان از  توابعي كه ميتعداد  -1 * { , }= 1 B بر2 {a ,b,c}=ساخت را بيابيد  .  

ي  دو مجموعهاگر  -2
n

A {a ,a ,a ,...,a }= 1 2  و3
m

B {b ,b ,..., b }= 1 f باشند و 2 :A B→گاه ، آن:  

   موجود است؟fبه طور كلي چند تابع  )الف  

fها  موجود است كه در آنf تابع چند  )ب   (a ) b=1    باشد؟1

  چند تابع ثابت موجود است؟  )پ  

fچند تابع موجود است كه  )ت   (a ) b≠1   باشد؟ 1

اين دو عدد را به عنوان تابعي از عدد ي ها مجموع معكوس. باشد  مي�2برابرغيرصفر مجموع دو عدد   -3

  .تر بيان كنيد كوچك

الساقيني به   مستطيلي در درون مثلث متساويمطابق شكل مقابل  -4

 xاگر طول مستطيل .  واحد قرار گرفته است�1ي  و قاعده�2ارتفاع

  .د بيان كنx كه مساحت مستطيل را برحسب د تابعي بنويسيباشد،

  

  

2قطر مستطيلي  -5     .مساحت آن را به صورت تابعي برحسب يك ضلع مستطيل بنويسيد.  است2

y تابع  -6 * x= −2 Aي ي نقاط اين تابع از نقطه فاصله. ا در نظر بگيريد ر1
1
2

  . بيابيدx را برحسب تابعي از 

 . كند با توجه به شكل مقابل رأس سوم مثلث روي دايره حركت مي  -7

  . به دست آوردxتابعي بنويسيد كه مساحت مثلث را برحسب 

  

  

  . بيابيدx را به صورت تابعي از OMH مساحت مثلث ،ركت كند روي منحني حM  زير اگر  در شكل  -8 *
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      .ها را بيابيد ضرب آن ترين مقدار حاصل بيش.  است4مجموع دو عدد حقيقي برابر  -9 *

fترين مقدار بيش  -10 (x) (K )x x K= + − +23   . را بيابيدK.  برابر صفر است4

   هست يا خير؟x تابعي از yئل زير مشخص كنيد كه آيا در هر يك از مسا  -11

    x y+ =2 3   * الف( 3

    | x | | y |+ − =2 1   ب( �

    | x y |+ =   پ( 3

    xy =   *  ت( �

    x sin y=   ث( 1+

    | y | x x= − + −2 21   ج( 1

    log y log x=   *  چ( 1+

    x y+ =1 1 1� �   ح( �

    :x }=2 2Rf {(x , y)=   *  خ( ∋

    
x x

f (x)

x x

+ >
= 

− <

3 5

2 1

�
  د( 

  

cosي معادله  -12 y x− =2 5 ا؟ دامنه و برد چر. كند  را معين ميy يا x در اعداد حقيقي يك تابع برحسب 1

  .تابع را بيابيد

اگر  -13

x
x x

| x |f (x)

b x x

−
+ ≤ += 

 + − ≥

1
2

1

2 3

�

�

  . را بيابيدb مقدار  نمايش يك تابع باشد،

  كند؟  را بيان ميy بر روي xيك از روابط زير يك تابع از  كدام  -14 *

  , x y }+ =2 1�Z{(x , y)| x , y ∈ )1  

  , x y }+ =2 1�R{(x , y)|x , y ∈ )2  

  , x y }+ =2 1�O({(x , y)|x , y ∈ )3  

  , x y }
+ + =2 1�R{(x , y)|x , y ∈ )4  

  . را چنان بنويسيد كه در تمام شرايط زير صدق كندfاي  تابع چند ضابطه   -15 *

]ي  دامنه )فال   , ]−1 ] و برد 5 , ]−2 4.  

f  )ب   ( ) =1 2  

  .يك نباشد به  يكf  )پ  
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fتابع  -16 (x) | x | | x |= + −2 از  و نمودار آن را رسم كنيد و بنويسيداي   را به صورت يك تابع چند ضابطه1

  .روي نمودار، دامنه و برد آن را تعيين كنيد

  .ي هر كدام را بنويسيد دامنه و برد هر يك از توابع زير را به دست آوريد و سپس ضابطه  -17 *

  )  ب  )  الف
  

  .ي نمودار مقابل را تعيين كنيد ضابطه  -18 *

  

  

  

  .ي توابع زير را بيابيد دامنه   -19

    f (x)
x

=
− +

1

2 1
  * الف( 

    f (x) x= − −4 1   *  ب( 2

    f (x) | x |= − +   *  پ( 2

    
x

f (x)
x

= −
+

5
2

  *  ت( 

    f (x) x x= − +2   ث( 1

    f (x)
x | x |

−
=

−

1
  ج( 

    f (x) cos x | x |=   چ( −

    f (x) sin x= )ح  

    f (x) sin x= −2   خ( 1

    f (x) x |x | x= −   *  د( 2−

    
|x |

f (x)
|x |

−
=

+

1

1
  *  ذ( 

  . گرددRي توابع زير برابر  را طوري بيابيد كه دامنهmحدود   -20 *

    
x

f (x)

x mx

=
+ +2 1

  الف( 

    f (x) x m= + −2 2   ب( 1
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fي امنه را طوري تعيين كند كه دmحدود    -21 (x) mx x= + +2 4   . گرددR برابر1

f ي تابع دامنه.  شكل مقابل استfنمودار تابع   -22 * (x) log(x .f (x))=   .را بيابيد 2

  

  

  تساوي توابع  

  هاي زير مساويند؟ كدام يك از زوج تابع  -23

    f (x) x

g(x) x

 =

 =

2
   الف( 

    
x | x |

f (x)
x

g(x) | x |


=


 =

  *  ب( 

    
sin x.cos x

f (x)
sin x

g(x) cos x


=


 =

  *  پ( 

    
f (x) log x

g(x) log x

 =


=

2

2
  ت( 

    
f (x) tan x.cot x

g(x) sin x cos x

=


= +
2 2

  ث( 

    
|x|

a
log

f (x) | x |

g(x) a (a , a )

=


 = > ≠ 1�

  *  ج( 

    
f (x) sin x

g(x) cos x

=

 = −

21
  چ( 

    

x
f (x)

x

x
g(x)

x

 −
=

+

 −

= +

1

2

1

2

  *  ح( 

    
f (x) x x

g(x) x x

 = −

 = −

2

1
  *  خ( 

    
f (x) (x ) x

g(x) ( x)

 = − −

 = −

3

1 1

1
  د( 
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f (x) x . x

g(x) x

 = −

 = −

2
    ذ( 

    
f (x) sin x cos x

g(x)

 = +


=

2 2

1
  *  ر( 

    

f (x)

x
g(x) [ ]

x

=



=
+

2

2 1

�

  *  ز( 

    
f (x) ( x )

g(x) x

 =

 =

2

2
  *  ژ( 

fاگر  -24 (x) x= −2  و1

x
x

x
g(x)

K x

 −
≠ −

 += 


− = −

24 1 1

2 1 2

1
1

2

 ، Kرا طوري بيابيد كه f (x) g(x)=گردد .  

fاگر دو تابع  -25 * {( , ) , ( , )}= −5 3 3 g و5 {(b,c),( ,a),(b, )}= 5 ، مساوي باشند5
a b

c

+
  . را بيابيد

fاگر دو تابع  -26 (x)

x x

=
+ +2

1

3 9 1
g(x) و ax bx= + −2   . را تعيين كنيدb و a ، مساوي باشند1

yاگر نمودار  -27 f (x)=زير را رسم كنيدهاي  نمودار تابع، به صورت مقابل باشد .  

    y f (x )= − +1   الف( 2

    y f (x)=   *  ب( 2

    y f ( x)=   *  پ( 2

    y f (x)=   ت( 2−

    y f ( x)=   ث( 2−

    y f (x)= − +
1

1
2

  *  ج( 

    y f ( x)= − +
1

1
2

  *  چ( 

    y f ( x )= −2   ح( 1

    y f ( x )= − −   *  خ( 1+

    y f (| x   *  د( =(|

    y f (| x |)= − +1   ذ( 1

    | y | f (x)= )ر  

    | y | f (| x   ز( =(|
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fي اگر دامنه  -28 (x)برابر با 
f

D :( , ]−3 ) و برد آن 6 , )−1   . دامنه و برد توابع زير را بيابيد باشد،5

    y f ( x)=   * الف( 2

    
x

y f ( )
−

= +
2 3

1
3

  *  ب( 

y) فقط دامنه(     f (| x | )= − +1   پ( 3

    y | f (x ) |= − −2 1   ت( 5

 مقدار fاگر در تابع   -29
f

D : ( , )2  و8
f

R :[ , ]3  دامنه و برد تابع،4
x

y f ( )
−

= −
1

2 1
2

  . را بيابيد

yاگر برد تابع  -30 * f (x)=ي  در بازه[a ,b]برابر [c,d]در مورد دامنه و برد تابع ، باشد y f (Kx)= و 

y f (| x   .  بحث كنيد=(|

yاگر دامنه تابع  -31 * f (x)= برابر (a ,b) ،ي تابع  راجع به دامنهباشدy f (x )=   . بحث كنيد2

yبا توجه به نمودار  -32 * x=نمودارهاي زير را رسم كنيد .  

    y x=   الف( 1+

    y x=   ب( 1−

    y x=   پ( 2−

    y x= − +   ت( 2

    y x= + −2 3   ث( 1

    y | x   ج( =|

    | y | | x |=   چ( 1−

    y x= −2   ح( 2

yنمودار تابع  -33 x= كنيم و پس  هاي آن را نصف ميyي  ها قرينه نموده و سپس همهx را نسبت به محور 2

  .ي تابع آخر را بنويسيد ضابطه. دهيم  واحد در جهت چپ و يك واحد به بالا انتقال مي2از آن منحني را 

  

  چهار عمل اصلي روي توابع  

f اگر  -34 * {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= − −1 3 2 1 3 g و �11 {( , ) ,( , ) , ( , ) , ( , )}= −1 11 3 3 2   : باشند، مطلوب است�5

f) ب  f2) الف g+2 f) ت  g3) پ  3 g−2  ث (
f

g

+2 1
  

fاگر  -35 {( , ) , ( , ) , ( , )}= − −1 1 3 1 g و�1 {( , ) ,( , ) , ( , ) , ( , )}= − −1 4 8 1 3 2  تابع، باشد�1
g(x)

h(x)
f (x)

=
+1

 

  .را بيابيد

fهرگاه  -36 * {( , ) , ( , )}=
1

2 2
3

h(x) تابع، باشد�
f (x)

=
2

  . را بيابيد
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اگر  -37
x

f (x)

x

+
=

−2
1

4
g و {( , ) ,( , ) , ( , ) , ( , )}= −1 2 0 4 2 1 3 fتابع  ، باشند1 g+را بيابيد .  

fتوابع  -38 * (x) x= − g(x) و21 x= + ي تابع دامنه. ندا  مفروض2
f

g
  . را بيابيد

fاگر  -39 (x) sin x= g(x) و2 x x= − ي  گاه دامنه  آن، باشند2
f

g
  . را بيابيد

اگر  -40
x x

f (x)

x x

+ >
= 

− ≤

1

1

�

�
 و

x x
g(x)

x x

≥ −
= 

− < −

2

2 2
f حاصل، باشند g+را بيابيد .  

)شكل مقابل نمودار  -41   )y f x=ي تابع دامنه.  است
( )
( )

f x
y

f x

−
=
4 3

  . را بيابيد

  

  
  

fتابع ي  هاي زير باشند، دامنه  به صورتg و f نمودارهاي اگر  -42 * g×را بيابيد .  

)                     ب  )  الف
x

y

g

  
  

yاگــر نمودار   -43 f (x)=نمــــودار ، به صـــورت مقــابل باشـد 

h(x) f (x) f ( x)= +   .  را رسم كنيد−

  

  

f نمودارهاي  به صورت مقابل باشند،g و fاگر   -44 * g+ و f g− را 

  .رسم كنيد

  

  

  
yنمودارهاي  -45 x sin x= y و+ x sin x=   . را رسم كنيد−

  

  )82 –المپياد ايران (  نمودار مقابل مربوط به كدام تابع زير است؟  -46 *

 )الف  
x

y sin x=
2

1�
) ب  

(tan x)
y =

2

1�
  

  )پ  
x

y = −
2

1
1�

  )ت  
x

y cos x= + −
2

1
1�

  

  )ث  
x

y sin x= +
2

1�
  

x

y
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اگر  -47
x

f (x)
x

−
=

+

1

1
f حاصل، باشد  (x).f ( )

x
−
1

  . را بيابيد

  

  تابع مركب  

  .شده را بيابيد  مقادير خواستهصورت مقابل باشند، به g و fاگر نمودارهاي   -48

gof )الف   ( ) =3  

gof  )ب *   ( ) =4  

)fog  )پ     ) =3  

)fog  )ت *   ) =4  

gof  )ث     ( )− =2  

)fog  )ج     )− =2  

gof  )چ *   ( )− =1  

)fog  )ح *   ) =�  

fراگ  -49 (x) | x g(x) و=| x x= + +2 2 )fog حاصل، باشد1 ) gof ( )− − −1 2 1   . را بيابيد2

  )89 –سراسري (  

fاگر  -50 * {( , ) , ( , )}= 1 5 3 g و4 {( , ) ,( , ) , ( , )}= −1 1 5 3 4   . را بيابيدgofتابع  ،اشد ب9

fاگر  -51 {( , ) , ( , ) , ( , )}= 1 2 2 3 3   . را بيابيدfofتابعگاه   ، آن4

اگر   -52
x

f (x)
x

−
=

2 1
g(x) و x x= + +2 ن صورت ممكن به تري  را به سادهfog(x)ي  ضابطه،د باش1

  .دست آوريد

اگر  -53 *
x

f (x)

x

−
=

2

2
1

g(x) و cos x=مقدار، باشد fog(x)ترين صورت ممكن به دست آوريد  را به ساده.  

fعمل يك ماشين در دو مرحله به صورت  -54 g
x f (x )→ →0 0 fاگر. باشد  مي2 (x) g(x) x= = −

1
1

2
 

  . را بيابيدx0 مقدار،باشد

در هر يك از موارد زير  -55
n

fofo...of
�����
  .را محاسبه كنيد 

    f (x) x= )الف *  

    f (x)
x

=
1

  *  ب( 

 بار
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    f (x) x= +2   پ( 5

    
x

f (x)
x

+
=

−

1

1
  ت( 

    
| x |

f (x)
| x |

=
+1

  *  ث( 

    
x

f (x)

x

=
+ 21

  ج( 

    f (x) x [x]=   *  چ( −

    n n
f (x) x=   ح( 1+

اگر  -56
x x

f (x)

x

 + ≥
= 

<

2 1

1

�

�
f مقدار، باشد ( f (x))−را بيابيد .  

اگر  -57 *
x x

f (x)

x x

− ≥
= 

+ <

2 1

1

�

�
f حاصل، باشد (f ( cos x))− cos. ( را بيابيد2 x ≠ �(  

cos :راهنمايي(     x sin x− =2 sin و21 x cos x− =21 2 2(  

g(x)اگر  -58 x= −3   . را محاسبه كنيدfog عبارت، به صورت مقابل باشدf و تابع 1
  

     

x x

f (x) x

x x

 ≤


= < <


≥
3

2 1

4 1 2

2

  

  

fچند تابع   -59 : w w→ وجود دارد كه براي هر x76 –المپياد ايران (     :د حسابي داشته باشيم متعلق به اعدا(  

     f (f (n)) f (n) n+ = +2 3  

fاگر   -60 * (x) x a= g(x)  و+ ax bx c= +   : را چنان بيابيد كه داشته باشيمc و a ،b باشند، مقادير 2+

       fog(x) x x= + +2 5 6  

fاگر  -61 * (x) x= − g(x) و24 x= +3   . را بدون تشكيل ضابطه تعيين كنيدfogي تابع  دامنه،د باش5

fاگر   -62 (x) x= +2 g(x) و1 x= −3  و2
f

D :[ , ]1  و4
g

D :[ , ]0 گاه  آن،د باش5
fog

Dرا بيابيد .  

اگر  -63 *
x

f (x)
x

=
− 3

g(x) و x=   . را بيابيدgof وfogي توابع گاه دامنه  آن باشد،1+

fاگر  -64 {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= − − −1 3 0 4 2 1 3 ي  با ضابطهg و تابع 1
| x |

g(x)
− −

=
2

3
ده از  با استفا، باشند

  . را رسم كنيدfog را به دست آوريد و نمودار fogي  تعريف، دامنه
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fاگر  -65 (x)

a x

=
+2 2

1

1
g(x) و

a x
=

−

1
 a حدود تغييرات  باشد،R برابرgofي  طوري كه دامنه  باشند، به

  .را بيابيد

fفرض كنيد  -66 (x)و g(x)براي يافتن.  دو تابع دلخواه باشند
fog

Dكنيم  ، دو راه زير را پيشنهاد مي:  

fي  را محاسبه كنيم و آن را با دامنهg(x)برد  :راه اول   (x) اشتراك بگيريم و xي اين برد را  هاي سازنده

  .بيابيم

  .كنيم آمده را تعيين دامنه مي  تابع به دستپس از ساده كردن،يابيم و   را ميfogي ضابطه :راه دوم  

 كدام راه صحيح .رسند؟ اگر آري ثابت كنيد و اگر خير يك مثال بياوريد آيا اين دو راه به جواب يكسان مي  

  است؟

  . را بيابيدfog ي  دامنه، باشند به صورت زيرg و fاگر نمودارهاي   -67

  

  

  

اگر   -68
x

fog(x)
x

+
=

−

1

1
g(x) و x=   . را بيابيدf(x) ، باشند1−

اگر  -69 *
x

f ( ) x x
x

−
= −

+

21
3

1
f، باشد (x)را بيابيد .  

fاگر  -70 * (x ) x
x x

+ = +2
2

1 1
  .يابيد را بf(x) ، باشد

fاگر  -71 (x ) x
x x

− = −3
3

1 1
  . را بيابيدf(x) ، باشد

fاگر  -72 * ( sin x) cos x=2 cos:راهنمايي(   . را بيابيدf(cosx)گاه   آن، باشد2 x sin x= − 22 1 2(  

fاگر  -73 (x)
x

=
−

1

1
f و (g(x)) x=   .را بيابيد g(x)گاه   آن، باشند1+

fog(x)اگر  -74 * x= −2  و1
x

f (x)
x

+
=

−

2 1

5
  . را بيابيدg(x) ، باشند

اگر  -75 *
x

f (x)
x

+
=

−

1

1
 و

x
fog(x)

x

+
=

+

2

2
2

1
)g مقدار، باشند   )84 –سراسري (  . را بيابيد1(

fاگر  -76 (x) f ( ) x+ = +5 4   . را بيابيدf(x) ، باشد2

afاگر  -77 (x) bf ( x) x+ − = +4   . را بيابيدf(x) ، باشد2

fاگر  -78 * (x) xf ( x) x x+ − =   . را بيابيدf(x) ، باشد3+

fاگر  -79 (sin x) f (cos x) sin x+ = 22   . را بيابيدf(sinx) ، باشد2
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اگر  -80 *
x x

f ( x )
x

x

 + ≥


− = 
<



2 1 1
2 1

1
2

  .را بيابيد f(x) ، باشد

اگر  -81
x x

f ( )

x x

=
+ +

2

2 41 1
  . را بيابيدf(x) ، باشد

  

  تابع زوج و فرد  
  

fي كه مجموعه در صورتي  -82 {( ,a ) ,( , ) , ( ,b ) ,( , )}= − − − −2 1 2 4 7 3 7 a، فرد باشد1 b+را بيابيد .  

  .نوع توابع زير را از نظر زوج و فرد بودن بررسي كنيد  -83

    f (x) | x | | x |= + + −3   * الف( 3

    f (x) | x | | x |= + − −3   *  ب( 3

    f (x) x sin x=   *  پ( 3−

    f (x) x x x x= + + − − +2 21   *  ت( 1

    
x

x
f (x)

−
=

+

3 1

3 1
  ث( 

    
x

f (x) log( )
x

−
=

+

2

2

�

�
  ج( 

    
x

f (x)

x

≥
= 

− <

1

1

�

�
  چ( 

    
x x

f (x)

x x

 ≥
= 
− <

2

2

�

�

  *  ح( 

    

x
x

x
f (x)

x
x

x


≥

−
= 

− −
< +

1

1

�

�

  خ( 

    

x
x

f (x) x x

x
x

+
< −


= − < <


− >


3
2

2

2 2 2

3
2

2

  *  د( 
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x sin x

f (x)
[x] [ x]

=
+ − +

25

1
  *  ذ( 

    
| x |

f (x) [ ]
| x |

=
+1

  ر( 

    
x

f (x)
x x

+
= +

+ −

2 1

1 1
  ز( 

    
x

f (x)
x x

+
= +

− +

4 3 7

1 1
  *  ژ( 

    f (x) [x] ( )= + −
1

2
�   *  س( �

84-  aوري بيابيد كه را طf (x) log( a x x)= + +2 2 1   . يك تابع فرد باشد5

y را طوري تعيين كنيد كهc و a ، b ، تابعي زوج باشدfاگر   -85 * af (bx) c=   . نيز زوج باشد+

نشان دهيد مبداء مختصات، مركز تقارن  -86 *
x

y log
x

+
=

−

1

1
  .باشد  مي

fرا طوري بيابيد كه تابع B و Aمقادير   -87 * (x) x (A )x= + −2 g(x) زوج و تابع1 (B )x sin x= + +22 

  .فرد باشد

fاگر تابع  -88 * (x) | x a | | x b | | x c |= + + + + a مقدار زوج باشد،2+ b c+   . را بيابيد+

اگر تابع  -89

x x x

f (x) | x | a | x b | x

cx dx e x

 + + ≥


= + + + − < <


+ + ≤ −

2

2

2 3 4

2 3 4 4

4

aد، زوج باش b c d e+ + +   . را بيابيد+

  )87 –آزاد (  

تابع  -90
x

f (x)

x

+
=

−2
1

2
ي تابع زوج را  ضابطه. ايم  را به صورت مجموع يك تابع زوج و يك تابع فرد نوشته

  .بنويسيد

f ابتدا نمودار-91*  g×را رسم كنيد سپس زوج يا فرد بودن آن را بررسي كنيد .  

اگر  -92
g(x)

h(x)

f (x)

=
+2 1

R باشد و اگر 
f g

D D=  h(x) تعيين كنيد كه تحت چه شرايطي ، باشند=

  .گردد تابعي فرد مي

  . نوع توابع زير را بررسي كنيد، باشدصفر يك تابع فرد غيرfاگر   -93

    h(x) f (| x   الف( =(|

    h(x) f (x)= +2   *  ب( 1

    h(x) f ( x)= −   پ( −
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    h(x) | f (x)   *  ت( =|

    h(x)
f (x)

=
−

1
  *  ث( 

    h(x) f (x )= −2   ج( 1

    h(x) f ( )
x

=
1

  *  چ( 

    h(x) xf (x ) x= + +2   *  ح( 31

R تابعي فرد باشد و gوج و  تابعي زfاگر   -94
f g

D D=   .گاه نوع توابع زير را بررسي كنيد  آن، =

    f g+   * الف( =

    f g+   *  ب( 2=

    f .g   *  پ( =

    f . | g |   *  ت( =

    fog   *  ث( =

    gof   ج( =

    fof   چ( =

    gog   *  ح( =

    (f | g | )of+   خ( =

    
f g

( )of
g

+
  *  د( =

  

  تابع صعودي و نزولي  

yشكل مقابل نمودار   -95 f (x)=ها  هايي كه تابع در آن بازه.  است

  .صعودي است را تعيين كنيد

  

  

  . ثابت است را مشخص كنيد ياها صعودي، نزولي هايي كه تابع در آن  بازه،با رسم شكل تابع زير  -96 *

     

x x

f (x) x

x x

+ ≥


= − ≤ ≤


− + < −

2 1 1

3 1 1

3 5 1

  



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه  68 

 

 

  . تعيين كنيد،هاي مشخص ها را در بازه دن آن صعودي، نزولي يا ثابت بو،با رسم شكل توابع زير  -97

    f (x) | | x | |= −   الف( 2−

    
x

f (x)
| x |

  ب( =

    f (x) x | x |=   پ( 1−

    f (x) | x | | x |= +   *  ت( 1−

    f (x) x= − +1   *  ث( 2

    f (x)
x

−
= +

1
  *  ج( 3

    f (x) x | x |= +4   *  چ( 3

  .را داشته باشدهاي زير  نموداري رسم كنيد كه تمام ويژگي  -98 *

f )الف   ( ) =2 1  

  .روي اعداد نامنفي ثابت باشد  )ب  

]ي  روي بازه  )پ   , ]−3   . صعودي اكيد باشد�

)ي  روي بازه  )ت   , ]−∞   .نزولي اكيد باشد 3−

  .با استفاده از ضابطه، صعودي يا نزولي بودن توابع زير را بررسي كنيد  -99

    f (x) (x ) x ( , ]= − − ∈ −∞22 1   الف( 2

    f (x) x ( , ]

x

= ∈ −∞
+2
1

5
  *  ب( �

    
x

f (x) x ( , )
x

−
= ∈ − + ∞

+

1
1

1
  پ( 

    f (x) log( x ) x ( , )= − ∈ + ∞
1

3 1
3

  *  ت( 

    f (x) sin x x ( , )
π π

= ∈ −5
1 1� �

  ث( 

    Rf (x) x x x x= + + ∈3 23   *  ج( 3

  )ي ممكن ترين دامنه بزرگ( .يك بسازيد به ي هر يك از توابع زير روي يك بازه تابعي يك با محدود كردن دامنه  -100 *

    f (x) sin x= )الف  

    f (x) x x= − +2 2   ب( 3

    f (x) |x |=   پ( 1+
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  . نوع توابع زير را بررسي كنيد، تابعي صعودي و همواره منفي باشدf(x)اگر   -101

    f (x)
  * الف( 2

    
f (x)

1
  *  ب( 

    | f (x) |   پ( 1+

    f (x)3 )ت  *  

    
f (x)

f (x)

−

−

1

2
  ث( 

    | f (x)   ج( 2−|

  . بگذاريد< يا >   علامت�به جاي .  اكيداً نزولي باشدfاگر   -102

    f (x )−2 1 � f (x )+2   الف( 1

    f ( x ) � f ( x   *  ب( 1−(

Rfفرض كنيد   -103 :[ , )+ ∞ f اين خاصيت است كه داراي0→ (x) x− f و3 (x) x− .  صعودي هستند3

fنشان دهيد (x) x x−   )83 –المپياد ايران (  . نيز صعودي است2−

  .يك است به ثابت كنيد هر تابع يكنواي اكيد، يك  -104

  

  يك به تابع يك  

fاگر  -105 {( , ) , (a , ) , ( ,a a),(b , ) , ( , )}= − −23 2 5 3 2 1 f،يك باشد به  تابعي يك4 (a)
  . را بيابيد1−

fاگر  -106 * {( , ) , (a , ) , (b , ) , ( , )}= −23 4 1 4 5 6 a، باشد5 b+را بيابيد .  

  .يك بودن توابع زير را بررسي كنيد به يك  -107

    f (x) x x= + +2   * الف( 1

    f (x) x= +
3 3   ب( 1

    x
f (x)

+= −23   *  پ( 1

    x
f (x) log

−=
3 1
  *  ت( 2

    f (x) x| x     ث( =|

    
x

f (x)
x

−
=

+

3 1

1
  *  ج( 

    
| x |

f (x)
| x |

−
=

+

2

1
  چ( 
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x

f (x)
| x |

=
+1

  *  ح( 

    f (x) sin x= )خ  *  

    f (x) x x= +3   د( 3

    f (x) x x= −3   *  ذ( 3

    f (x) log(x )= +2   *  ر( 5

با رسم شكل نشان دهيد تابع  -108 *
x x

f (x)

x x

+ <
= 

+ ≥
2

1

1

�

�
  .يك است به  تابعي يك

پذيري تابع وارون  -109
x x

f (x)

x x

+ ≥
= 

− <
2

3 1

1

�

�
  . را بررسي كنيد

اگر  -110
x x

f (x)

x m x

 − ≤
= 

+ >

24

2

�

�
  . را بيابيدm حدود ،يك باشد به  تابعي يك

fنشان دهيد دو تابع   -111 * (x) x= +34  و 3
x

g(x)
−

= 3 3

4
  . ديگرند  وارون هم

  . وارون توابع زير را بيابيد تابعي ضابطه  -112

    
x

f (x)
x

+
=

−

2 1

2
  * الف( 

    f (x) x= −34   *  ب( 1

    f (x) x=   پ( 1+

    
x

f (x)
x

−
=

+

3

2
  *  ت( 

    
x

f (x)
x

−
=

+

2 1

3
  ث( 

    
x

y
x

−
=

+
3 3 5

2 1
  *  ج( 

    y x x x= + + +3 23 3   چ( 5

    y
x | x |

=
−

1
  *  ح( 

    y x x x ( , )= − + ∈ + ∞4 22 1   خ( 1

    y
x

= +
1

  *  د( 2
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fدر تابع  -113 (x) x x= − + f مقدار2− ( )
−1   )88 –سراسري (  . را بيابيد4

fاگر  -114 * (x) x= +2 g(x) و1 x= fogي  ضابطه، باشند1− (x)
  . را بيابيد1−

f به صورتfي تابع  اگر ضابطه  -115 (x) x= − −2 ي تعريفش   نشان دهيد تابع فوق در دامنه، باشد2

fي پذير است و سپس ضابطه معكوس
  . را با دامنه و برد آن تعيين كنيد1−

fو fعكوس را بيابيد و نموداري تابع م تابع زير صعودي يا نزولي است و سپس ضابطه بررسي كنيد  -116 *
 را 1−

f  .در يك دستگاه مختصات رسم كنيد (x) x x (x )= − ≤2 3
3

2
  

Aاگر مقدار  -117 { , , , }= 1 4 f و�9 {(x , x ),x A}= fي اعضاي برد  مجموعه، باشد∋ o(f f )
−   . را بيابيد1+

fاگر  -118 * (x) x x
− = + +1 f تابع، باشد1 (x)كند؟ اي قطع مي ها را در چه نقطه  محور طول  

fتابع  -119 (x) x
x

= −
1

  اند؟ اي متقاطع  با معكوسش در چه نقطه2

در تابع  -120 *
x

f (x)
x d

+
=

+

2 1
f  كه را طوري بيابيدd  مقدار (x) f (x)

− − =1   . گردد0

yنشان دهيد  -121 x=محور تقارن دو تابع y x= +3 y و1 x= −3   .باشد  مي1

fكنيدفرض   -122 : A B→دانيم پذير باشد و مي  معكوسfof (x) x
− f و1= of (x) x

−   تابع دو ، آيا1=

f of (x)
fof و 1− (x)

   مساوي هستند؟1−

fاگر  -123 :[ , ] [ , ]− →2 2 1 fof نمودارهاي،پذير باشد  معكوس4 (x)
f و1− of (x)

  .رسم كنيد را 1−

fفرض كنيد    -124 * (x) x= −7 g(x) و5 x=   :گاه آن.  باشند2−

f )الف   (x)
g و1− (x)

  . را محاسبه كنيد1−

g  )ب   of (x)
− −1   . را محاسبه كنيد1

  . را محاسبه كنيدfog(x)معكوس  )پ  

  گيريد؟ اي مي چه نتيجه. ايسه كنيد را با هم مق»پ  «و » ب « هاي  دو تابع قسمت  )ت  

  

   صحيحءي تناوب و جز دوره  

yي تناوب تابع اگر دوره  -125 f (x)=برابر Tي تناوب تابع  دوره، باشدy kf (ax b)=   . را بيابيد+

  .ي تناوب توابع زير را بيابيد دوره  -126

    f (x) tan x=   الف( 3

    f (x) cos x sin x= + 34 2   ب( 5

    
x

f (x) | cos x | | tan |= +
2

5 9
3

  *  پ( 
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sin x cos x

f (x)
sin x cos x

+
=

−

2

3
  ت( 

    f (x) cot x tan x= −3   ث( 3

    f (x) x [x]= −2   *  ج( 2

    f (x) x [ x]= −2   *  چ( 2

    [ x]
f (x) ( )= −   ح( 21

    [x]
f (x) ( ) .cos x= − π1 )خ  

fي تناوب تابع دوره  -127 (x) [x] [ x]= + h(x)و بررسي كنيد كه اگررا بيابيد  − [mx] [ mx]= +  ، گردد−

  كند؟ ي تناوب چه تغييري مي دوره

f تابعي متناوب است و داريمfدانيم مي  -128 (x ) f (x )+ = −2   .ي تناوب اصلي تابع را بيابيد  ، دوره3

  ند؟ هستيك از توابع زير متناوب كدام  -129

    f (x) sin x= )الف  

    f (x) cos x= π )ب  *  

    f (x) tan x cot x= π   پ( +

    f (x) sin x= )ت  

    f (x) cos
x

=
1

  ث( 

    f (x)
cos x

=
1

  *  ج( 

    f (x) sin[x]= )چ  *  

    f (x) sin [x]= π )ح  

    f (x) [sin x cos x]=   *  خ( +

    
x x x

f (x) [ ] [ ]= − +
6 2 3

  د( 

    f (x) | sin x | | cos x |= +2   ذ( 2

    f (x) x sin x=   ر( 2

ثابت كنيد تابع  -130
x

f (x) tan=
3

7
Tي تناوب آن  متناوب بوده و دوره

π
=
7

3
  .باشد  مي

 متناوب بودن تابع  -131 *
x

f (x)

x

∈
= 

∉

1

�
  . را بررسي كنيد

  ابع ثابت، يك تابع متناوب است؟ چرا؟آيا ت  -132 *

fهاي متناوب بودن تابع  -133 (x) tan x.cot x=و g(x) sin x cos x= +2   . را بررسي كنيد2

Q(

Q(
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)جزء صحيح عبارت  -134 )+ 32   . را بيابيد1

)اگر  -135 ) ( )+ + − =6 62 1 2 1 )] مقدار، باشد198 ) ]+ 62   . را بيابيد1

Aاگر  -136 * x[ ]
x

= −
1

  . را بيابيدAگاه حدود   آن، باشد1

Aحدود عبارت  -137 x [ x ]= − +
1
5 3

5
  . را بيابيد

fاگر  -138 (x) [f (x)] [x ]+ = +2
1

2
2

f تابع، باشد (x)را بيابيد .  

fي تابع دامنه  -139 * (x) | x | [x]=   . را بيابيد−

f]اي تعريف شده است كه  به گونهfتابع  -140 (x)] =2   چند تابع از اين نوع وجود دارد؟ 1

  ) بلژيكهاي  دبيرستانالمپياد(     

  نهايت بي) 5  چهار تا) 4  دو تا) 3  يكي) 2  هيچ) 1

  . بيابيدي توابع زير را دامنه  -141

    
x

f (x)
x [x]

−
=

−

3 5
  الف( 

    f (x) [x] [ x]= +   *  ب( −

    
x

f (x)
[x] [ x]

−
=

+ −

2 9
  پ( 

    f (x) [x] [ x]= + −   *  ت( 1−

    f (x) [x]=   ث( 4−

    f (x) [x] [x]= − +2 3   ج( 2

    
x

f (x)
[x]

−
=

−

2 1

1
  *  چ( 

    
[x]

f (x) tan
π

=
2

  ح( 

    f (x) log[x]= )خ  *  

    
x

f (x)
[x]

−
=

24
  *  د( 

  .رسم كنيدشده  هاي خواسته نمودار توابع زير را در بازه  -142

    
x

f (x) [ ] [ , ]= −3 2 4
2

  الف( 

    f (x) x [ x] [ , ]= − −2 2 1   ب( 1
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    f (x) [ x] [ , ]= − −1   *  پ( 2

    f (x) x[x] [ , ]= −1   *  ت( 2

    
[x]

f (x) [ , ]
x

= −1   ث( 2

    f (x) [ x] [ x] [ , ]= + − −2 2 1   *  ج( 2

    f (x) [x ] [ , )= 2   چ( �2

    f (x) [sin x] [ , ]= π2� )ح  

fپذيري تابع   وارون  -143 (x) x [x]=    بـه صـورت يـك تـابع         را بـا رسـم شـكل بررسـي كنيـد و وارون آن را               +

  .اي بيابيد تك ضابطه

fوارون تابع  -144 * (x) x [x]= +   . را بيابيد4

x]ثابت كنيد  -145 * y] [x] [y]+ ≥ +.   

نمودار  -146 *
x

f (x) [ ] [x]= +
2

]ي  را در بازه , ]−1   . رسم كنيد1

xاگر   -147 x+ <2 [x]گاه  آن، باشد� [x ] [x ] [x ]+ + +2 3   )88 –سراسري خارج كشور (  . را بيابيد4

x]اگر  -148 x]+ = −2 x]گاه  آن، باشد1 ]
  )88 –سراسري (  . را بيابيد20

f تابعاگر  -149 (x)
[cos x]

=
π

1
  )89 –سراسري (  .ي تابع را بيابيد  دامنه، باشد

fي دو تابع با ضابطه  -150 * (x) [x] [ x]= + g(x) و− x x= + −2 g(fاگر. اند  مفروض2 (x)) =  ، باشد2−

  )89 –سراسري (   كدام است؟xمجموعه مقادير 

[y][x] نمودار، يك عدد اول باشدPاگر  -151 P=يد و آن را توصيف نماييد را رسم كن.  

در مورد زوج يا فرد بودن  -152
x n x

f (x) [ ] [ ]
n x n x

− +
= +

+ −

2
  .كنيدبحث  

xاگر  -153 * [x] P= x و+ [ x] P′− = − Pگاه حاصل  آن+ P′+را بيابيد .  

fاگر   -154 * (x) x x= − + −2 g(x) و 2 [x ]=   . را بيابيدfogي تابع  دامنه.  باشند1+

  .معادلات زير را حل كنيد  -155 *

    [x] [ x]+ − =   الف( 4

    [ x] [x]= +2   ب( 1

    log[x]   پ( 1=

    [x] [x]+ − =2 2   ت( �

تابع برد   -156 *
x x

f (x) [ ] [ ]= + −
2 2

  . را بيابيد
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  1390هاي كنكور سراسري  تست
  

f تابع  -157   {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= 2 1 3 2 4 5 1 g و 7 {( , ) , ( , ) , (a , ) , (b , )}= 1 2 3 1 3 ) اگر. اند  مفروض1 ), fog∈4 2 

)و  ), gof∈4 ) باشند، دوتايي 1 )a,b كدام است؟  

1 (( ),3 4   2 (( ),4 3   3 (( ),4 5    4 (( ),5 4  

)اگر  -158   ) [ ]f x x x= − ) و+ ) x
g x =   ست؟ كدام اgofگاه برد تابع   ، آن2

1 (,
 
  

1
1

2
    2 (,

 
 

1
1

2
   3 (( ],1 2   4 ([ ),1 2  

)ي هاي معادله  ريشهβ وα اگر-159*  )x x + =5 3  هاي معادله  مجموعه جوابkكدام مقداراي  باشند، به از2

x kx− + =24 25 , به صورت�
  
 

α β  
2 2
1 1

   است؟

1 (27  2 (28  3 (29  4 (31  

  

  

  

  

  

        ::::  انيشتين   انيشتين   انيشتين   انيشتين 

        به شما اطمينانبه شما اطمينانبه شما اطمينانبه شما اطمينان. . . . نكَران مشكلاتي كه در رياضيات داريد ، نباشيد نكَران مشكلاتي كه در رياضيات داريد ، نباشيد نكَران مشكلاتي كه در رياضيات داريد ، نباشيد نكَران مشكلاتي كه در رياضيات داريد ، نباشيد 

        .... تر استتر استتر استتر است    ن زمينه عظيمن زمينه عظيمن زمينه عظيمن زمينه عظيمدهم مشكلات من در ايدهم مشكلات من در ايدهم مشكلات من در ايدهم مشكلات من در اي    ميميميمي
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  ومدفصل اسخ پ                                         

  عـابـت                                     

  
  

  

f چندتاست، بايد بدانيم براي هر يك ازfكه بدانيم تعداد توابع  براي آن )الف  -2 (a )1 ، f (a و...  ، 2(
m

f (a  چند (

f :حالت موجود است (a ،...  ، b1،b2 هر كدام از اعداد دتوان  مي1(
m

bپس براي.  باشدf (a )1 ، m حالت 

f.موجود است (a ،...  ، b1،b2تواند به هر يك از   نيز مي2(
m

bپس آن هم .  نظير شودm و ...  حالت دارد و

m
f (a nپس طبق اصل ضرب.  حالت داردm نيز (

n

m m ... m m× × ×   .ع موجود است تاب�������=

f  )ب   (a fولي.  باشدb1تواند چون فقط مي. ، يك حالت دارد1( (a )2 ،  ...،
n

f (a  m محدود نيستند و هر كدام (

n:پس. حالت دارند

n

m m ... m m
−

−

× × × = 1

1
�������  

f: ابت عبارتند ازتوابع ث  )پ   (x) b=  و1
m

f (x) b ,..., f (x) b= =   . تا هستندmپس  . 2

f  )ت   (a ) b≠1 f پس1 (a )1، m ي  حالت دارد و بقيه1−
n

f (a ),..., f (a   :پس. دارند حالت m هر كدام 2(

      n n n
(m )(m)(m)...(m) m (m ) m m

− −− = × − = −1 11 1  
  

3-    x y y x+ = ⇒ = −2 2� �  

    
x y

f (x) f (x)
x y x x

<
= + → = +

−

1 1 1 1

2�
  

  

4-    
DE AK y x x

y
BC AL

− −
= ⇒ = ⇒ =

2 2

1 2 2

� �

� �
  

    
x x x

S(x) xy x( )
− −

= = =
22 2

2 2

� �
  

  

5-    x y ( ) x y y x+ = ⇒ + = ⇒ = −2 2 2 2 2 2 22 2 8 8  

    y x⇒ = − 28  

  S xy x x= = − 28  
  

7-    (y) ( ) x x= = − × = −2 21 1
2 1 2 1

2 2
S) ارتفاع) (قاعده ( =

1

2
  

 تا

 حالت

 با فرض
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10-    
b

: x
a (K ) K

−
= − = − =

+ +

4 2

2 2 3 3
fي  طول رأس تابع درجه (x) (K )x x K= + − + →23 4 2  

  : y (K )( ) ( ) K K
K K K K

= + − + = ⇒ − + =
+ + + +

22 2 4 8
3 4

3 3 3 3
�    عرض رأس�

  
K K

K
K K

− − + +
⇒ + = ⇒ =

+ +

24 4 3

3 3
� �  

  
K

K K

K

=
⇒ + − = ⇒

= −

2 1
3 4

4
�  

Kبه ازاي xضريب 1=
K و به ازايگردد مي) كمينه( min داراي و تابعمثبت بوده 2 = x ضريب4−

منفي  2

Kپس فقط. كند پيدا مي) بيشينه (maxگشته و   =   . قابل قبول است4−
  

  

  :نكته  

y تابع min و maxمقدار  ax bx c= +  برابر 2+
a

∆
−

4
  .باشد  مي

  
  

11-    

  
| x | x

| x | | y | {( , ) , ( , )}

| y |

= ⇒ =
+ − = → ⇒ −

− =

2
2

1 0 1 1
1

� �
� �

�
  ب( 

  .پس رابطه تابع نيست.  داريمy ، دو تا xبه ازاي يك مقدار 

  .پس تابع نيست  
y x

| x y | x y

y x

= − +
+ = ⇒ + = ± ⇒ 

= − −

3
3 3

3
  پ( 

  
x

y

x sin y sin y sin y

y
=

π
=

= + → = + ⇒ = − 
π = −



3

21 1 1

2

�
  ث( �

  .پس رابطه تابع نيست.  داريمy، چند xه ازاي يك مقدار ب

  | y | x x= − + −2 21   ج( 1

x ي رابطه كه باتوجه به دامنه = fيعني.  برد تابع فقط صفر استباشد، مي±1 :{( , ) , ( , )}−1 1� �  

  .باشد پس رابطه متعلق به يك تابع مي

  x y y x x
y log( )+ = ⇒ = − ⇒ = −1 1 1 1 1 1 1 1� � � � � � �   ح( �

  :براي اثبات تابع بودن رابطه داريم

  x x x x x x
x x= ⇒ = ⇒ − = − ⇒ − = −1 2 1 2 1 2
1 2 1 1 1 1 1 1 1 1� � � � � � � �  

  x x
log( ) log( ) y y⇒ − = − ⇒ =1 2

1 21 1 1 1� � � �  

  جمع دو مقدار نامنفي
 صفر شده است

 طور مثال به
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x x

f (x)

x x

+ >
= 

− <

3 5

2 1

�
  د(  

xشرط > x و� >x با هم اشتراكي برابر 1>   .باشد ارت تابع نميپس عب.  دارند�1>
  

  

  :نكته  

 رابطه، تابع نيست ،ها با هم اشتراك داشته باشند اي هرگاه شرط ضابطه در توابع چند

  .ها با هم برابر گردند هاي همه ضابطهyترك شمگر در نقاط م
  

  

12-    
cos y

cos y x x
−

− = ⇒ =
2 1

2 5 1
5

  

 yيعني به ازاي هر مقداري كـه بـه  . كند  را مشخص مي  ) yبرحسب (x به yدر نتيجه اين رابطه يك تابع از      

  .شود  پيدا ميxدهيم فقط يك مقدار مي

  : و براي برد آن داريم استRي اين تابع برابر دامنه

  [ , ]∈ −
2

5
 برد�

cos y
cos y cos y

−
− ≤ ≤ ⇒ − ≤ − ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒

2 2 1
1 2 1 2 2 1

5 5
� �  

  

 باشند ها با هم اشتراك نداشته باشند و اگر در يك نقطه اشتراك داشته  كه اين رابطه تابع گردد، بايد شرط براي اين  -13

yگرددها با هم برابر  هاي آن.  

  

x
x x

| x | b b

x b x b b

− − 
= ⇒ + = + = − + + ⇒ − = − ⇒ = 

 = ⇒ + − = + − = − 

1 1
2 1

1 1 3 1 2

2 3 3 3

�
� �

�

� �

  

  

  

16-    f (x) | x | | x |= + −2 1  

  

  

      

  

  

  

    

(x ) ( x) x x x x

f (x) x x x x

x x x x

− + − − = − − + = − − < −


= + + = + − ≤ ≤


+ − = + >

2 1 2 2 2 1

2 2 3 2 1

2 2 2

�

�

  

y و برد آنRي اين تابع  دامنه ≥   .باشد  مي1−
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19-    

  

x x

f (x) x x x x x x x (x )

x x

+ ≥ ⇒ ≥ −


= − + ⇒ − + ≥ ⇒ ≥ + ⇒ ≥ +


⇒ ≥ +

2

2

1 1

2 1 2 1 2 1 4 1

4 4

�

  ث( �

  
x

x x x x

x

 = −
− − ≥ ⇒ − − = ⇒ 

= +

12 2

2

2 2 2
4 4 4 4

2 2 2
� �  

  
  

xيعني نتيجه x− − ≥2 4 4 ) برابر است با� , ) ( , )−∞ − + ∞2 2 2 2 لي با توجه به  و∪2

xي  معادلهنا x≥ +2 تر   كه از آن بزرگx پس كه جواب راديكال مثبت است، به اين و با توجه 1

  :توان گفت ميخلاصه طور  و به  مثبت استاست حتماً

  
f

D :{x } ({x } {x }) {x } {x }≥ − ≤ − ≥ + ≥ ≥ +1 2 2 2 2 2 2 0 2 2 2��⇀∩ ∪ ∩ ↽��  

    f (x) x | x | | x | x x
x | x | x | x |

− −
= ⇒ ≥ ⇒ − < ⇒ > ⇒ <

− −

1 1
� �   ج( �

  
f

x | x |
f (x) cos x | x | x | x | x | x | D :{x }

x | x | x

> ⇒ ∅
= − ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ⇒ ≥

= ⇒ ≥
� �

�
  چ( 

  

fي هستك                   طبق قاعده   (x) sin x sin x= ⇒ ≥   ح( �⇒
  

  :نكته  

اند و در ربع دوم فقط سينوس  ي توابع مثبت ي هستك در ربع اول همه طبق قاعده

  .مثبت و در ربع سوم تانژانت و كتانژانت و در ربع چهارم فقط كوسينوس مثبت است
  

  

  

  ⇒هاي مثبت را نوشتيم تابع ، حرف اوليعني در هر ربع  

  sin x x k x k⇒ ≥ ⇒ ≤ ≤ π⇒ π ≤ ≤ π + π2 2� �  

  f (x) sin x sin x sin x sin x= − ⇒ − ≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥
1

2 1 2 1 2 1
2

  خ( �

  x k x k
π π π π

⇒ ≤ ≤ ⇒ π + ≤ ≤ π +
5 5

2 2
6 6 6 6

  

  

21-    
( ) (m) m m

mx x

m

∆ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥
+ + ≥ ⇒ 

>

2
2 4 4 16 4 4

4 1
� � �

�
�

  

  {m } {m } {m }⇒ ≥ > = ≥4 4∩ �  
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23-  

    
f

g

D :
f (x) x

, x | x | x f g
D :

g(x) x

 = 
⇒ = ≠ ⇒ ≠ 

 = 

2
الف( 2

f  . مساوي نيستنددو تابع  

g

x x { } D : { }f (x) log x

x x ( , ) D : ( , )g(x) log x

 > ⇒ ∈ − ⇒ −= 
⇒ ⇒ 

> ⇒ ∈ + ∞ ⇒ + ∞=  

22

2

� � �

� � �
  ت( 

  .دو تابع مساوي نيستند  
f

g

k
f (x) tan x.cot x D { }

g(x) sin x cos x D

π
= = − 

⇒ ⇒ 
= +  =


2 2

  ث( 2

  
f

g

f (x) sin x D

cos x sin x | sin x | f g
D

g(x) cos x

= =  
⇒ ⇒ − = = ⇒ ≠ 

= = − 

2 2
2

1
1

  چ( 

  
f

g

D : xf (x) (x ) x

( x) ( x) ( x)
D : x

g(x) ( x)

 ≤= − −  
⇒ ⇒ − = − − 

≤ = − 

3 2

3

11 1
1 1 1

11
  د( 

  

  
f f

g g

x x
D : D { }f (x) x . x

x x

g(x) x
D : x x D { }

 ≥ ≥  
⇒ ⇒ = = −    − ≥ ≤  ⇒ ⇒ 

 = − − ≥ ⇒ ≤ ⇒ =

2
2 2

� �
�

� �

� � �

  ذ( 

  

24-      

    

x
x xx

xg(x) g(x)

K xK x

 − − ≠ −≠ −  += ⇒ = 
  − = −− = −  

2 14 1 1 2 1
22 1 2
11 11
22

  

fاگر در اين سوال (x) g(x)=،پس بايد در است x = −
1

2
  :يعني.  نيز اين دو تابع با هم مساوي باشند

  f ( ) g( ) ( ) K K K− = − ⇒ − − = − ⇒ − = − ⇒ =
1 1 1

2 1 1 2 1 3
2 2 2

  
  

26-  g(x) f (x) ax bx ax bx

x x

= ⇒ + − = ⇒ + −
+ +

2 2 2

2

1
1 1

3 9 1
  

  
x x x x

x x

x xx x x x

− + − +
= × = = + −

− −+ + − +

2 2
2

2 22 2

1 3 9 1 3 9 1
9 1 3

9 9 13 9 1 3 9 1
  

  
a

ax bx x x

b

=
⇒ + − = + − ⇒ 

=

2 2 2 9
1 9 1 3

3
  

R

R

R R

R

R

R

R

  كه برد تابع نيز فقط با توجه به اين

y =  .اند است پس دو تابع مساوي�

| x | x ( x) x f g= − − = − − ⇒ ≠1 1 1 1
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27-    

  الف(   

    
 

 

 

 

 

 

  ت(   

 

  
   

  

  

  ث(   

 

 

 

 

  y f ( x ) y f ( (x ))= − ⇒ = −
1

2 1 2
2

  ح( 

    

 

 

  

  

  ذ(   

 

 

 

 

 

  | y | f (x)= )ر  
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  | y | f (| x   ز( =(|

    

  

  
  
  

  :نكته  

yبراي رسم  )الف f (| x كنيم و سپس  پاك ميرا هاي منفي x در واقع ابتدا نمودار =(|

ها قرينه yرا نسبت به محور ها  قسمت مثبت محور طولهاي واقع در نمودار

  .كنيم مي

|براي رسم  )ب y | f (x)= كنيم  ها را پاك مي طولمحور  ابتدا نمودارهاي واقع در زير

ها قرينه  ها را نسبت به محور طول و سپس نمودارهاي واقع در بالاي محور طول

  .كنيم مي
  

  

 

28-  

  y f (| x | ) | x | | x | | x |= − + ⇒ − < − + ≤ ⇒ − + ≤ ⇒ − ≤1 3 3 1 3 6 1 3 6 1 3
�����

  پ( 

  
y

x D :[ , ]⇒ − ≤ ≤ ⇒ −2 4 2 4  

  y | f (x ) |= − −2 1   ت( 5

  
y

x x D : ( , ]− < − ≤ ⇒ − < ≤ ⇒ −3 1 6 2 7 2   دامنه :  7

  f (x ) | f (x ) | | f (x ) |− < − < ⇒ ≤ − < ⇒ ≤ − <1 1 5 1 5 2 1 1� �   برد:   �

  | f (x ) | y⇒ − ≤ − − < ⇒ − ≤ <5 2 1 5 5 5 5  
 

  

29-  
f

x x
y f ( ) x x D : ( , )

− −
= − ⇒ < < ⇒ < − < ⇒ < < ⇒

1 1
2 1 2 8 4 1 16 5 17 5 17

2 2
  

  
f

f f f R [ , ]⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ − ≤ ⇒ =3 4 6 2 8 5 2 1 7 5 7  

  

33-  
x (x )

f (x) x f (x) x f (x) f (x)
− +

= → = − → = → = −
2 2

2 2 2

2 2
  

  
(x )

f (x)
− +

→ = +
22

1
2

  

 بديهي

  قرينه نسبت به

  هاxمحور 

  نصف كردن
yها  

  انتقال دو واحد
  به چپ

  انتقال يك واحد
  به بالا



 83  تابع: پاسخ فصل دوم 

 

 

 

35- 

  
g

h {( , ) , ( , ) , ( , )} {( , ) , ( , )}
f ( )

= = − = −
+ + + + −

4 8 3
1 1 1 2 2

1 1 1 1 3 1 1
� �  

  

37-  
x

f (x) f {( , ) , ( , ) , ( , )} x

x

+
= ⇒ = − − ≠ ±

−2
1 2 1 4

1 3 2
3 4 54
�  

  g {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= −1 2 4 2 1 3 1�  

  f g {( , ) , ( , ) , ( , )} f g {( , ) , ( , ) , ( , )}
−

+ = − + − + − ⇒ + =
2 1 4 4 15 1

1 2 4 3 1 1 3
3 4 5 3 4 5

� �  

  

39-  
f

f f g
g

g

D :

D D D {x | g(x) }

D : x x x( x) x




= − =
− ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ≤ 

2 1 1
∩ �

� � �
  

  { x } {x | x x } { x } { , } { x }≤ ≤ − − = = ≤ ≤ − = < <21 1 1 1∩ � � � � �R
f

g

D⇒ =  

  

  .كنيم هاي مشترك با هم جمع مي ها را در بازه و ضابطه گيريم ها اشتراك مي براي اين كار ابتدا بين شرط  -40

    
x x x x

f (x) g(x)

x x x x

+ > ≥ −  
= + = = 

− ≤ − < −  

1 2

1 2 2

�

�
  

  

(x ) x x x x x

f g (x ) x x x f g x x

(x ) (x ) x x x x

+ + > ≥ − + > 
 

+ = − + ≤ ≥ − ⇒ + = − − ≤ ≤ 
 

+ + − ≤ < − − < − 

1 2 2 1

1 2 2 1 2

1 2 2 2 1 2

�∩ �

�∩ �

�∩

  

  
x x

f g

x x

+ >
⇒ + = 

− ≤

2 1

2 1

�

�
    

  

41-    

    

  

  

  
  

 

y f ( x) f ( x)
D D D {x | f ( x) }

{ x } { x } { , } { x }

−⇒ = − =

− ≤ ≤ − ≤ ≤ − − = − < <

4 3 4 3 0

1 1 1
3 1 1 1 1

3 3 3

∩

∩
  

  غيرممكن

R
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43-    

    
   

45-  

  y x sin x= +   

    

  

  y x sin x= − 

 

 

 

 

 

47-  

x

x x x (x )x x
f (x).f ( )

xx x x x x

x x

− −
− −

− − − − +
− = × = × = × = −

− − ++ + + −+

1 1
11 1 1 1 1

1
1 11 1 1 11

   

 

48- 

  gof ( ) g(f ( )) g( )= = − = −3 3 2   الف( 2

  fog( ) f (g( )) f ( )= = = −3 3 2   پ( 2

  gof ( ) g(f ( )) g( )− = − = =2 2 2   ث( 2

  fog( ) f (g( )) f ( )− = − = − =2 2 2   ج( 2

 

49-  
f (x) | x | fog(x) | (x ) | (x )

g(x) x x (x ) gof (x) (| x | )

= = + = + 
⇒ 

= + + = +  = + 

2 2

2 2 2

1 1

2 1 1 1
 

  
fog( ) ( ) ( )

gof ( ) (| | ) ( ) ( )

 − = − + = − = + −
⇒ 

 − = − + = − + = =

2 2

2 2 2

1 2 1 2 1 2 2 4 2 4 2

1 2 1 2 1 2 1 1 2 2
  

  fog( ) gof ( )⇒ − − − = −1 2 1 2 4 4 2  

x

y y=x

x

y y=x
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51-  f {( , ) , ( , ) , ( , )} fof ( ) f (f ( )) f ( )= ⇒ = = =1 2 2 3 3 4 1 1 2 3 

  fof ( ) f (f ( )) f ( ) fof {( , ) , ( , )}= = = ⇒ =2 2 3 4 1 3 2 4  
fofوجود ندارد    ( ) f (f ( )) f ( )= = =3 3 4 

 

52-  
(x x ) x x x x x x x

fog(x)

x x x x x x

+ + − + + + + − + +
= = =

+ + + + + +

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 2 1 1 2 2 1

1 1 1
  

  
x(x x )

x

x x

+ +
= =

+ +

2

2

2 1
2

1
  

  

54-    g(x) x
g(f (x )) f (x )

= −
= → − =

12 1 2� �
f g

x f (x )→ →0 0 2  

  f (x) x
( x ) x

= −
→ − − = ⇒ =

2 2 5
2 2 1 2

2� �  
  

55-  

  f (x) x fof (x) ( x ) x x ( )= + ⇒ = + + = + = + − ×2 22 5 2 2 5 5 4 15 2 2 1   پ( 5

  fofof (x) ( x ) x x ( )= + + = + = + − ×3 32 4 15 5 8 35 2 2 1 5  

  fofofof (x) ( x ) x x ( )= + + = + = + − ×4 42 8 35 5 16 75 2 2 1 5  

n :داريم f هاي متوالي امُ تركيب nي  مرتبه توان نتيجه گرفت كه در بنابراين مي n

n
f (x) x ( )= + − ×2 2 1 5  

  

x x

x x x
f (x) fof (x) x

xx

x x

+
+

+ − −= ⇒ = = =
+− −
− −

1 2
11 1 1

1 21 1
1 1

  ت( 

  
x

fofof (x)
x

+
=

−

1

1
    

 مقدار تابع، خود تابع يعني فردهاي   و در تركيبx مقدار تابع برابر f زوجهاي  بديهي است كه در تركيب

x

x

+

−

1

1
  .دشو  مي

  

x x

x xx x
f (x) fof (x)

x x x x

x x

+ += ⇒ = = =
+ + +

+
+ +

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

1 1 2 1 2
1

1 1

  ج( 

  

x x

xx x
fofof (x)

x x x

x x

+ += = =
+ +

+
+ +

2 2

2 2 2

2 2

1 1

1 3 1 3
1 2

1 1

  

:  برابر است باf از تابع  اُمnتوان نوشت كه تركيب  پس مي
n

x
f (x)

nx

=
+ 21
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  n n nnn n n n
f (x) x fof (x) ( x ) x= + ⇒ = + + = +1 1 1   ح( 2

  n nn n n n
fofof (x) ( x ) x= + + = +2 1 3  

 : عبارت است ازاُم Kتوان نوشت كه تركيب پس مي
n n

n
f (x) k x= +  

  

56-  ) مقدار منفي1=
x x x x

f (x) f (x) f ( f (x)) f (

x x

 + ≥ − − ≤ 
= ⇒ − = ⇒ − = 

< − <  

2 21 1

1 1

� �

� �
  

  

58-  

(x ) xx x

f (x) x f (g(x)) f (x ) x

x x x x

 − − ≤ ≤  
= < < ⇒ = − = < − < 
 

≥  − − ≥

3 3

3 3

3 3 3 3

2 1 1 12 1

4 1 2 1 4 1 1 2

2 1 1 2

  

  

x x

f (x ) x

x x

 − ≤



− = < <

 − ≥

3 3

3 3 3

3 3 3

2 2 2

1 4 2 3

1 2

  

  

fكه از آنجايي  -59 (f (n))ي  به علاوهf (n)پسي يك شده است،  درجه f (n)را پس آن. ك باشديي   بايد درجه

  f (n) an b=   .گيريم  در نظر مي+

  f (f (n)) f (n) n f (an b) an b a(an b) b an b+ = + ⇒ + + + = + + + +2 3  

  (a a)n (ab b) (a a)n (ab b) n= + + + ⇒ + + + = +2 22 2 2 3  

  

a
a a

a

a b
ab b

a

 =
+ = ⇒ 

= − 
⇒ 

= ⇒ = 
+ = ⇒ 

= − ⇒

2 1
2

2

1 1
2 3

2

  

aپس فقط b و1= f: يعني1= (n) n= +1   

  

62-    

    
fog g f

D {x D | g(x) D } { x | g(x) }⇒ = ∈ ∈ = ≤ ≤ ≤ ≤5 1 4�
f (x) x

g(x) x

= +

= −

2 1

3 2
  

  { x x } { x x } { x }= ≤ ≤ ≤ − ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤5 1 3 2 4 5 1 2 1 2� ∩ � ∩  

bق. ق.  غ.  



 87  تابع: پاسخ فصل دوم 

 

 

 

64-    

    
fog g f

f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

D {x D | g(x) D }| x |
g(x)

= − − − 

⇒ = ∈ ∈− −

= 


1 3 4 2 1 3 1

2

3

�

  

  

  
fog

| x |
x

| x |
x

D { , }
| x |

| x |

− − 
= − ⇒ = − 

 
− − = ⇒ =
 

⇒ = ⇒ − 
− − =
 
 − −

= 
 

2
1 1

3
2

2
3 1 2

2
2

3
2

3
3

�
      

  

  fog( ) f (g( )) f ( )− = − = − =1 1 1 3fog(x)  

  fog( ) f (g( )) f ( )= = =2 2 0 4=fog(x)  
  

  

65-  

  
f

gof f g

g

f (x) D :

a x
D {x D | f (x) D } { a}

a x
g(x) D : x a

a x


= ⇒ 

+ 
⇒ = ∈ ∈ = <

+= ⇒ <
− 

2 2

2 2

1

11

1 1
∩  

  :كه با توجه به اين
  

  
a

a a x a x

a x a

−
⇒ < ⇒ + > ⇒ >

+

3 2 2
2 2 3

1 1
1

1
  

    
a

a

−
→ ≤

3
1

�  

  

 

    

  { a} {a }⇒ ⇒ ≤ <1 ∪ �  

  a ≥1a>  

{R g(x) { , , , }}= ∈ −1 0 2 3∩

  .ق. ق. غ
  

  .ق. ق. غ

R

R

   متعلق بهxكه  براي اين

   باشد بايدRي  همه

a x a

a x

+ > ⇒ > ⇒ >
+

2 2
2 2

1
1

1
� � �
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fمثلاً دو تابع. خير  -66 (x) x= g(x) و2 x=  در اين صورترا در نظر بگيريد
(x)

(fog) x=باشد كه   مي

  :به حل بپردازيمكه اگر طبق فرمول اصلي دامنه  در حالي. است Rالتي آن در اين ح امنهد

  
fog g f

D {x D | g(x) D } [ , ]= ∈ ∈ = + ∞�  

  .اشدب  ميfogDاستفاده از فرمول fogي  بنابراين بهترين روش براي حل دامنه

  

67-  
f

fog g f

g

D :[ , ]

D {x D | g(x) D } { x g(x) [ , ]}
D :[ , ]


⇒ = ∈ ∈ = ≤ ≤ ∈

− 

5
5 5

5

�
�∩ �

�
  

g(x)بينيد طور كه در شكل مي همان ≤ ]ي  است و از بازه� , . تواند اختيار كند  فقط مقدار صفر را مي�5[

  :يعني
fog

D { x g(x) } { x x } { }= − ≤ ≤ = = − ≤ ≤ = − = −5 5 5 5�∩ � �∩  

  

68-  x t

x t

x x (t ) t
f (g(x)) f (x ) f (t) f (t)

x x (t ) t

− =

= +

+ + + + +
= ⇒ − = → = ⇒ =

− − + −

1
1

1 1 1 1 2
1

1 1 1 1
  

  
X

f (X)
X

+
⇒ =

2
  

  

71-  (a b (a b) ab(a b))− = − − −3 3 3 3  f (x ) x
x x

− = −3
3

1 1
  

  f (x ) (x ) x (x ) f (x ) (x ) (x )
x x x x x x x

⇒ − = − − − ⇒ − = − − −3 31 1 1 1 1 1 1
3 3  

  f (X) X X⇒ = −3 3  

  

73-  f (g(x)) x x g(x)
g(x) x

= + ⇒ = + ⇒ − =
− +

1 1
1 1 1

1 1
  

  g(x) g(x) ( )
x x

⇒ = + ⇒ = +
+ +

21 1
1 1

1 1
  

  

76-    x
f (x) f ( ) x f ( ) f ( ) ( ) f ( ) f ( )

=
+ = + → + = + ⇒ = ⇒ =

5
5 4 2 5 5 4 5 2 2 5 22 5 11  

  f (x) x f (x) x+ = + ⇒ = −11 4 2 4 9  
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77-    x x
af (x) bf ( x) x af ( x) bf (x) ( x)

→−
+ − = + → − + = − +4 2 4 2  

  
af (x) b f ( x)a

b

+ −
⇒

−

x

a f ( x)

= +

−

4 2

bf (x) x





+ = − + 4 2
  

  a f (x) b f (x) ax a bx b− = + + −2 2 4 2 4 2  

  f (x)(a b ) ( a b)x a b⇒ − = + + −2 2 4 4 2 2  

  
(a b)x (a b)

f (x)

a b

+ + −
⇒ =

−2 2
4 2

  

  

79-   
x x

f (sin x) f (cos x) sin x f (sin( x)) f (cos( x)) sin ( x)

π
→ − π π π

+ = → − + − = −2 222 2 2 2
2 2 2

  

  
f (sin x) f (cos x) sin x

f (cos x) f (sin x) cos x

 + =
⇒ 

−  + =

2

2

2 2

2 2 2
  

  f (sin x) f (sin x) sin x cos x− = −2 24 2 4  

  f (sin x) sin ( sin x)⇒ − = − −2 23 2 4 1  

  f (sin x) sin x⇒ − = −23 6 4  

  f (sin x) sin x⇒ = − 24
2

3
  

  

81-    
x x

f ( ) f ( ) f ( )

x x x x x x
x xx x

= ⇒ = ⇒ =
+ + + + + +

2

2 4 2 4 2
22

1 1 1 1
1 11 1 1 1

  

  f ( ) t x
x t

x (x ) x
x x x

⇒ = ⇒ = ⇒ + =

+ + − +2

1 1 1 1 1
1 1 1

2
  

  f (t) f (X)

( )
t X

⇒ = ⇒ =

− −2
2

1 1
1 1

2 2
  

  

  :پس داريم. فرد است fتابع 

     f {( ,a ) ,( , ) , ( ,b ) ,( , )}= − − − −2 1 2 4 7 3 7 1  

  f ( ) f ( ) a ( ) a− = − ⇒ − = − ⇒ = −2 2 1 4 3  

  f ( ) f ( ) (b ) b− = − ⇒ = − − ⇒ =7 7 1 3 2  
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83-  

  R
f

D   ث(  اولاً:    :

  

x

x xx x

x x x

x
x

f ( x)

−

−

−
−

− −
− = = = =

+ + ++

1 1 3
1

3 1 1 33 3
13 1 1 3 1 31
3 3

  ثانياً :   

  .پس تابع فرد است  
x

x

( )
f (x)

− −
= = −

+

3 1

3 1
   

  .دامنه متقارن است  
x

x
x

−
> ⇒ − < <

+

2
2 2

2

�
� � �

�
  ج(  اولاً:   

  
x x x

f ( x) log log( ) log( ) f (x)
x x x

−+ − −
− = = = − = −

− + +

12 2 2

2 2 2

� � �

� � �
  ثانياً:   

    .تابع فرد است  

  R
f

x
f (x) D :

x

≥
= ⇒

− <

1

1

�

�
 چ( 

   f ( x)− با  نهf (x)ي  قرينه بابرابر است و نه
x x

f ( x) f ( x)

x x

− ≥ ≤  
− = ⇒ − = ⇒ 

− − < − >  

1 1

1 1

� �

� �
  

  .پس تابع نه زوج است و نه فرد. آن

}  .دامنه متقارن است   }− ±1R
f

x
x

x
f (x) D :

x
x

x


≥

−
= ⇒

− −
< +

1

1

�

�

  خ( 

  

x x
x x

x x
f ( x) f ( x)

( x) x
x x

( x) x

 − −
− ≥ ≤ + + 

− = ⇒ − = 
− − − − + 

− < > + − −

1 1

1 1

� �

� �

    

xها به جز در  ضابطه = x پس اگر ثابت كنيم دراند با هم قرينه� =  تابع فرد ،اند  اين دو قرينه نيز �

  .گردد مي

f  .بنابراين تابع فرد است   ( ) f ( ( )) f ( )= ⇒ − = − ⇒ =� � � � � �  

  R
f

| x |
f (x) [ ] D :

| x |
= ⇒

+1
 ر( 

 كه جايي از آن 
| x |

| x |
≤ <

+
1

1
پس  .  است �

| x |
[ ]
| x |

=
+1

f لذا � (x) =  بنابراين تابع هم زوج و      .باشد   مي �

  .هم فرد است
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}  .دامنه متفارن است  }− ±1R
f

D   اولاً:   :
x

f (x)
x x

+
= +

+ −

2 1

1 1
  ز( 

    
( x) ( x)

f (x)
x x x x x

− − + − −
= + = + +

+ − + − −

2 1 2 2 1 2

1 1 1 1 1
  ثانياً:   

    f ( x)
x x x x

= + − ⇒ − = + −
+ − − +

2 2 2 2
1 1

1 1 1 1
   

f  .تابع زوج است   ( x) f (x)⇒ − =  
  

84-    f (x) log( a x x) f ( x) f (x) f ( x) f (x)= + + ⇒ − = − ⇒ − + =2 2 1 5 �  

  log( a x x) log( a x x)⇒ + − + + + =2 2 2 21 5 1 5 �  

  log( a x ) ( x) log(a x x ) log⇒ + − = ⇒ + − = =2 2 2 2 2 2 21 5 1 25 1� �  

  a x x⇒ =2 2 225  

  a a⇒ = ⇒ = ±2 25 5  

    

89-    

x x x x x x

f (x) | x | a | x b | x f ( x) | x | a | x b | x

cx dx e x cx dx e x

 + + ≥ − + − ≥
  

= + + + − < < ⇒ − = − + + − + − < − < 
 

+ + ≤ − − + − ≤ −  

2 2

2 2

2 3 4 2 3 4

2 3 4 4 2 3 4 4

4 4

  

  

x x x

f ( x) | x | a | x b | x f ( x) f (x)

cx dx e x

 − + ≤ −


⇒ − = + + + − < < ⇒ − =


− + ≥

2

2

2 3 4

2 3 4 4

4

  

  

c

cx dx e x x d d

e

b b
| x | a | x b | | x | a | x b |

a

 =
 

− + = + + ⇒ − = ⇒ = −


=⇒  


− = ⇒ = − 
+ + + = − + − ⇒ 

=

2 2

1

2 3 2 2

3

3 3
2 3 2 3

2

  

    

90-    
x f (x) f ( x) f (x) f ( x)

f (x) f (x)

x

+ + − − −
= ⇒ = +

−2
1

2 22
  

  

x x x x

x x x x
f (x)

+ − + + − +
+ −

− − − −⇒ = +
2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2
2 2
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  :پس. گردد  برابر صفر مي در اين نقطه نيز تابعارجزو دامنه باشد مقد، اگر صفر جايي كه در تابع فرد از آن  -91

  f ( ) a cos a a= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =1 1� � � � �  

  :از طرفي داريم
cos( x) x cos x x

f ( x) f ( x)

g( x) x g( x) x

− − − ≥ − ≤  
− = ⇒ − = 

− − < − >  

1 1� �

� �
  

  f ( x) f (x) g( x) ( cos x)⇒ − = − ⇒ − = − −1  

  g( ) ( cos )⇒ −π = − − π = −1 2  
  

92-    
g( x) g(x)

h( x) h(x)

f ( x) f (x)

− −
− = − ⇒ = ⇒

− + +2 21 1
  

  

93-      

  h(x) f (| x |) h( x) f (| x |) h( x) h(x)= ⇒ − = ⇒ −   الف( =

  . زوج استhپس تابع . گردد  نيز متقارن ميhي تابع   دامنهfي  بودن دامنه با توجه به قرينه

  h(x) f ( x) h( x) f ( ( x)) h( x) f (x)= − − ⇒ − = − − − ⇒ − =   پ( −

  f ( x) f (x)
h( x) f ( x) h( x) h(x)

− =−
→ − = − ⇒ − = −  

  .ي آن فرد است  با توجه به متقارن بودن دامنهhتابع 
  

    h(x) f (x ) h( x) f ( x )= − ⇒ − = − −2 1 2   ج( 1

f به عدم ارتباطبا توجه   ( x )− fبا1− (x     .است  زوج و نه فرد بنابراين تابع نه 1+(

  

94-  

  . متقارن استgofدامنه   
gof f g

D {x D | f (x) D }= ∈   ج( ∋

gof  .پس تابع زوج است   ( x) g(f ( x)) g(f (x)) gof (x)⇒ − = − = =  

fof  . استزوجپس تابع    ( x) f (f ( x)) f ( f (x))⇒ − = − =   چ( با توجه به تقارن دامنه +

f)  .تابع زوج است   | g |)of (f | g |)of ( x) (f | g |)of (x)+ = + − =   خ( +

    

]  ثابت    -95 , ]:−2 )  صعودي  � , ]:−∞ −2  

]  نزولي   , ]:2 ]  صعودي  4 , ]:2�  

]  صعودي   , ) :+ ∞4    

   فرد باشد وgتابع 

  . يا زوج يا فرد باشدfتابع 
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97-    

  f (x) || x | |= −   الف( 2−

    
  

]هاي تابع در بازه , ] ( , ]−∞ −2 2� ]هاي  صعودي و در بازه∪ , ) [ , ]+ ∞ −2 2∪   . نزولي است�

  
x

f (x)
| x |

  ب( =

)هاي تابع به طور كلي صعودي است؛ ولي در بازه , )−∞ ) و� , )+ ∞�   

  .استثابت 

  

  

  
x(x ) x x x x

f (x) x | x |

x(x ) x x x x

− ≥ − ≥ 
= − = = 

− − < − + <

2

2

1 1 1
1

1 1 1
  پ( 

]هاي تابع در بازه , ) ( , ]+ ∞ −∞
1

1
2

]ي  صعودي و در بازه∪ , ]
1

1
2

  . است نزولي

  

  
 

99-      

  f (x) (x ) x ( , ]= − − ∈ −∞22 1   الف( 2

  x x x x (x ) (x )> ⇒ − > − → − < −2 2
2 1 2 1 2 12 2 2 2  

x)  .تابع نزولي است   ) (x ) y y⇒ − − < − − ⇒ < ⇒2 2
2 1 2 12 1 2 1    

  
x x

f (x) x ( , )
x x x

− + −
= = = − ∈ − + ∞

+ + +

1 1 2 2
1 1

1 1 1
  پ( 

  x x x x
x x x x

−
> ⇒ + > + → < ⇒ − >

+ + + +2 1 2 1
2 1 2 1

1 1 2 2
1 1

1 1 1 1
  

y  .تابع صعودي است   y
x x

⇒ − > − ⇒ >
+ + 2 1

2 1

2 2
1 1

1 1
  

 اند دو طرف منفي

 اند ثبت مطرفين



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه  94 

 

 

 

  f (x) sin x x ( , )
π π

= ∈ −5
1 1� �

  ث( 

  x x x
π π − π π π π

− < < ⇒ < < ⇒ − < <
5 5

5 5
1 1 1 1 2 2� � � �

  

  . استقعواچهارم اول و هاي   در ربعx5كمان 

  x x x x sin( x ) sin( x )> ⇒ > → >2 1 2 1 2 15 5 5 5  

y  .تابع صعودي است   y⇒ >2 1  

  

101-   

  | f (x) |   پ( 1+

  x x f (x ) f (x ) | f (x ) | | f (x ) | | f (x ) | | f (x ) |> ⇒ > ⇒ < ⇒ + < +2 1 2 1 2 1 2 11 1  

    .استتابع نزولي 

  
f (x) f (x) f (x)

f (x) f (x) f (x) f (x)

− − + −
= = + =

− − − −

1 2 1 2 1
1

2 2 2 2
  ث( 

  x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x )
f (x ) f (x )

> ⇒ > ⇒ − > − ⇒ <
− −2 1 2 1 2 1

2 1

1 1
2 2

2 2
    

  .تابع نزولي است  
f (x ) f (x )

+ < + ⇒
− −2 1

1 1
1 1

2 2
  

  | f (x)   ج( 2−|

  x x f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) | f (x ) | | f (x ) |> ⇒ > ⇒ − > − ⇒ − < −2 1 2 1 2 1 2 12 2 2 2  

  .گردد پس تابع نزولي مي

  

يابد و با توجه به   مقدار آن كاهش ميf با افزايش مقادير داخلي پرانتز ،چون تابع اكيداً نزولي است )الف -102

xكه اين +2 x از1 −2 f پس،تر است  بيش1 (x )+2 fاز1 (x )−2   .تر خواهد بود  كوچك1

  

103-   )1(  x x f (x ) x f (x ) x f (x ) f (x ) x x> ⇒ − > − ⇒ − > −2 1 2 2 1 1 2 1 2 13 3 3 3  

    )2(  x x f (x ) x f (x ) x f (x ) f (x ) x x> ⇒ − > − ⇒ − > −3 3 3 3
2 1 2 2 1 1 2 1 2 1  

    

  )3(  x x f (x ) x x f (x ) x x f (x ) f (x ) x x x x> ⇒ − − > − − ⇒ − > − + −2 2 2 2
2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1  

  ها كه كمان با توجه به اين

 اند اولهاي چهارم و  در ربع
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x  ال كافي است ثابت كنيمـح x x x x x− ≥ − + −2 2
2 1 2 1 2 13 x  يا3 x x x x x− ≥ − + −3 3 2 2

2 1 2 1 2    كه به 1

  :شويم روش برهان خلف متوسل مي

x:فرض خلف x x x x x− < − + −2 2
2 1 2 1 2 13 x و3 x x x x x− < − + −3 3 2 2

2 1 2 1 2 1  

  
(x x )(x x ) (x x )x x x x x x

(x x )(x x ) (x x )(x x x x )x x x x x x

 − + + > −− + − > − 
⇒ 

− + + > − + + − + − > − 

2 2
2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1

2 22 2 3 3
2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1

1 33 3

1
  

xبا فرض x P=1 x و2 x S+ =2 S  :مداني كه مي و اين 1 P P− ≥2 2 S يعني 2 P≥2 4.  

  

S
S

S
S S P S P S S S P S

>
> 

⇒ 
+ > − + + > > ⇒ + + > + + > 



2
2 2 2

2
2

1 1 4 1 1
4

  

Sتناقض .                             اين فرض خلاف استبنابر
S S

<
⇒ − − < →

223 4 4 �  
  

104-   

  :راه حل اول  

fفرض كنيد :برهان خلف   (x)اثبات در حالت نزولي اكيد نيز . مثلاً صعودي اكيد باشد. (باشد كيد مييكنواي ا

 موجودند كه x2 وx1يك نيست، پس به چون يك. يك نباشد به ولي يك.) كاملاً مشابه است

x x<1 f ولي2 (x ) f (x )=1   . در تناقض استfكه اين با صعودي اكيد بودن .  است2

    :راه حل دوم  

x پس براي  ، صعودي اكيد است   f(x)چون تابع        x>2 fداريم1 (x ) f (x )<1  x1يعني براي هر . 2

x كه   x2و x≠1 fآيـد كـه     هرگز حالتي پيش نمي   .  است 2 (x ) f (x )=1  شـود و ايـن، يعنـي       2

f (x)يك است به يك.  
  

  

105-   
a

a a a a

a

= − ⇒ ⇒
− = ⇒ − − = ⇒

=

2 2 1
2 2

2
�  

  a f {( , ) , ( , ) , ( , ) , (b , ) , ( , )} f (a) f ( )
− −= ⇒ = − ⇒ = =1 12 3 2 2 5 3 2 2 1 4 2 3  

  

107-     

  f (x) x= +
3 3   ب( 1

  y y x x x x x x x x= ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =3 3 3 3 3 33 3
2 1 2 1 2 1 2 1 2 11 1 1 1  

  .گردد  تابع نميfچون  .ق. ق. غ
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x

y y x x x xx x
f (x) x| x | f (x)

x x y y x x x x

≥ = ⇒ = → =≥ 
= ⇒ = ⇒ 

 − < = ⇒ − = − ⇒ = 

2 22
1 2 2 1 2 1

2 2 2 2 2
1 2 2 1 2 1

�
�

�
  ث(  

  x
x x x x

<
→− = − ⇒ =2 1 2 1

�  

xاز طرفي برد
−x و2 ] به ترتيب2 , )+ ) و�∞ , )−∞   .يك است به پس تابع يك.  است كه اشتراكي ندارند�

  
| x | | x |

y y | x x |
| x | | x |

− −
= ⇒ = ⇒

+ +
1 2

2 1 1 2
1 2

2 2

1 1
| x | | x |+ − −2 12 2 | x x |= 1 2 | x | | x |+ − −1 22   چ( 2

  | x | | x | | x | | x | x x⇒ = ⇒ = ⇒ = ±2 1 2 1 2 13 3  

  .يك نيست به تابع يك

  f (x) x x= +3   د( 3

  y y x x x x x x (x x )= ⇒ + = + ⇒ − + − =3 3 3 3
2 1 2 2 1 1 2 1 2 13 3 3 �  

  (x x )(x x x x ) (x x )⇒ − + + + − =2 2
2 1 2 1 2 1 2 13 �  

  (x x )[x x x x ]⇒ − + + + =2 2
2 1 2 1 2 1 3 �  

  
x x

x x x x x x (x ) (x )

− =
⇒ 

+ + + = ⇒ + + + = ⇒

2 1

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 13 3

�

� �
  

  b ac (x ) ( )(x ) x∆ = − = − + = − − <2 2 2 2
1 1 14 4 1 3 3 4 �    

x و فقطباشد مي موجود نx2 وx1ري بيني ديگ پس رابطه x=1     .يك است به  و تابع يك2
  

109-   
y y x x x xx x

f (x)

x x y y x x x x x x

= ⇒ − = − ⇒ =+ ≥ 
= ⇒ 

− < = ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =  

1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

3 1 3 13 1

1

�

�
  

  .چنين بايد بردها را نيز بيابيم هم

  
x x x y

x x x y

≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ − ⇒ ≥ − 
⇒

< ⇒ > ⇒ − > − ⇒ > − 
2 2

3 3 1 1 1

2 2 2

� �

� �
  

  .پذير نيست پس تابع وارون.  دارنداين دو برد با هم اشتراك  

  

  .يك هستند بايد اشتراك بردهايشان هم تهي باشد به هايشان يك كه هر دو ضابطه خود در بازه با توجه به اين -110

  
x x x x y

(y ) (y m) m

x x x m m y m

≤ ⇒ ≥ ⇒ − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ 
⇒ ≤ > = ∅ ⇒ ≥

> ⇒ > ⇒ + > ⇒ > 

2 2 24 4 4
4 4

2 2

� � �
∩

� �
  

 . متغير باشدx2اگر
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112-  

  f (x) x y x x y x (y ) Y (X )= + ⇒ = + ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −2 2 2 2 2 21 1 1 1   پ( 1

  f (x) (x )
−⇒ = −1 2 21  

  
x

f (x) x xy y x xy y x ( y) y
x

−
= ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − = +

+

2 1
2 1 3 2 3 1 2 3 1

3
  ث( 

  
y x

x y ( )
y x

+ +
⇒ = ⇒ =

− −

23 1 3 1

2 2
  

  y x x x f (y) (x x x ) f (y) (x )= + + + ⇒ = + + + + ⇒ = + +3 2 3 2 33 3 5 3 3 1 4 1   چ( 4

  x y x y Y X⇒ + = − ⇒ = − − ⇒ = − −33 31 4 4 1 4 1  

  y x x x ( , )= − + ∈ + ∞4 22 1   خ( 1

  x
y x x y (x ) y | x | y x x y

>
= − + ⇒ = − ⇒ = − → = − ⇒ = +

14 2 2 2 2 2 22 1 1 1 1 1  

  x
| x | y x y f (x) x

> −⇒ = + → = + ⇒ = +
1 11 1 1  

  

113-   f (x) x x f ( ) ? f (?) x x x x
−= − + − ⇒ = ⇒ = ⇒ − + − = ⇒ − = +12 4 4 2 4 2 4  

  x ( x) x x x x x⇒ − = + ⇒ − = + + ⇒ + + =2 2 22 4 2 16 8 1 16� �  

  x = x)   و   8− )(x ) x⇒ + + = ⇒ = −2 8 2�  

xي با جايگذاري اين اعداد در معادله x− + − =2 xفهميم كه  مي4 =  و تنها جواب جواب اضافه است8−

xقابل قبول =   .باشد  مي2−

  

115-   f (x) x y x= − − ⇒ = − −2 2 2 2  

  y y x x x x x x= ⇒ − − = − − ⇒ − = − ⇒ =1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2 2 2    

  .يك است به پس تابع يك

  y y
y x y x x y x ( y )

> <
= − − → = − − → − = − ⇒ − = −

2 22 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2�  

  x ( y ) y ( x )⇒ = − − ⇒ = − −2 2 2 22 2 2 2  

≥xكهfبا توجه به دامنه و برد تابع ≤2 ≥y و برد آن6 ≤ fن دامنه و برد تابعبنابراي.  است�2
 عبارت 1−

:است از
f

D :[ , ]−1  و�2
f

R :[ , ]−1 2 6.  
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117-   f {(x , x ), x A} f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )}= ∈ ⇒ = 1 1 4 2 9 3� �  

  

f ( f ( )) f ( )

f f f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} f ( f ( )) f ( )

f {( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )} f ( f ( )) f ( )

f ( f ( )) f ( )

− −

− −

− − −

− −

 = =

+ = = = =

⇒ 
=  = =


 = =

1 1

1 1

1 1 1

1 1

2

2 1 2 4 4 9 6 2 1 2 4

1 1 2 4 3 9 2 4 4

2 9 6

� � �

� �

� �
  

  f o(f f ) {( , ) , ( , )}
−⇒ + =1 1 4� �  

  

yرونش بهتر است تابع را باي تقاطع تابع با تابع وا براي يافتن نقطه -119 x=قطع دهيم :  

  xf (x) x
x x x x x x y

x x
y x

>


= −
− = ⇒ = ⇒ = ± → = ⇒ =

 =

1
2 1 1

2 1 1 1
�  

  

121-   y x x y x y y x= − ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = +3 3 331 1 1 1  

yبنابراين نسبت به. بنابراين، دو تابع معكوس هم هستند x=ي هم هستند  قرينه.  

  

  

Aكه   ا فرض كنيد زير. لزوماً برابر نيستند -122 B≠ .در اين صورت
(x)

(fof ) x B
− =    و 1∋

  

  
(x)

(f of ) x A
− =   .گاه اين دو تابع با هم برابر نيستند  آن مساوي نيستند،B و A و چون 1∋

  

A:طبق آنچه در سوال قبل گفته شد -123 [ , ]= −2 B و2 [ , ]= 1   . است4

  fof : B B
− →1  f of : A A

− →1  

      
  

125-   )1          (f (x T) f (x)+ =  

  kf (a(x T ) b) kf (ax b) f (ax aT b) f (ax b)′ ′+ + = + ⇒ + + = +  

  f (ax b aT ) f (ax b)′⇒ + + = +  

  :داريم) 1(ي  ي شماره با توجه به رابطه
T

aT T T
a

′ ′= ⇒ =  

  ندارد

 ندارد

BA
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126-    

  f (x) tan x T
π

= ⇒ =
2

3
3

  الف( 

  
[ , ]

T
( , )

π π π
= = = π

2 2
2

1 5 1
كل

T

f (x) cos x sin x

T

π
= = π

= + ⇒ ⇒
π =



1
3

2

2

2
4 2 5

2

5

  ب( 

  

  :نكته  

  :توان از فرمول ي تناوب مي ي تناوب اصلي بين چند دوره براي يافتن دوره

  . استفاده نمود

  

  

    
sin x cos x

f (x)
sin x cos x

+
=

−

2

3
  ت( 

 ولي اگر صورت و. باشد  ميπ2ي تناوب تابع هم در صورت و هم در مخرج برابر در نگاه اول دوره

cosمخرج را به x،داريم تقسيم كنيم :  

  

sin x cos x

tan xcos x
f (x)

sin x cos x tan x

cos x

+
+

= =
− −

2
2 1

3 3
  

Tبنابراين. هستندπها، همگيtanي تناوب  حال دوره = πباشد  مي.  
  

  :نكته  

، تر ي تناوب كوچك ، دورهكند پيدا يتر ي تناوب كوچك شدن دوره اگر تابعي بعد از ساده

  .باشد ميي تناوب اصلي  دوره
  

  

  
cos x sin x cos x sin x cos x

f (x) cot x tan x f (x)
sin x cos x sin x.cos x

sin x

−
= − ⇒ = − = =

2 23 3 3 3 6
3 3

13 3 3 3 6
2

  ث( 

  cot x T
π

= ⇒ =2 6
6

  

  :نكته  

f ي تناوب دوره (x) cot mx tan mx= T برابر −
| m |

π
=

2
  .باشد مي 

  

  

  ها صورت. م. م. ك

 ها مخرج. م. م. ب
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  [ x]
f (x) ( )= −   ح( 21

[ax]ي تناوب تابع كه دوره با توجه به اين
f (x) ( )=  برابر1−

| a |

2
  : داريم،باشد مي

  [ x]
f (x) ( ) T= − ⇒ = =2 2

1 1
2

  

  [x]
f (x) ( ) .cos x= − π1 )خ  

[x]ي تناوب دوره
( cosي تناوب و دوره2 برابر1−( xπي  ولي اگر نصف دوره. باشد مي2 نيز برابر

Tتناوب، يعني   : داريم،ري كنيم را در تابع جايگذا1=

  [x ] [x]
f (x T) f (x ) ( ) .cos (x ) ( ) .cos( x )

+ ++ = + = − π + = − π + π1 11 1 1 1  

  [x] [x]
( ) .( ) . cos x ( ) cos x f (x)= − − − π = − π =11 1 1  

Tي تناوب برابر بنابراين دوره   .باشد مي1=

    

fي تناوب دوره -127 (x) [x] [ x]= + T برابر−   .باشد مي1=

    h(x) [mx] [ mx] h(x ) [m(x )] [ m(x )] [mx ] [ mx ]
m m m

= + − ⇒ + = + + − + = + + − −
1 1 1

1 1  

  [mx] [ mx] [mx] [ mx]= + − + − = + −1 1  

Tي تناوبي برابر تابع داراي دوره
m

=
1

  .باشد  مي

    

128-   x x
f (x ) f (x ) f (x ) f (x ) f (x) f (x )

→ −
+ = − → − + = − − ⇒ = −

22 3 2 2 2 3 5  

fكه در نتيجه با توجه به اين (x T) f (x)± T داريم = = 5.  

  

  .ك است، پس تابع غيرمتناوب استي ي چون كمان غير درجه  )الف -129

Tچون  )پ   = π1و T =2   ها توان بين آن ي تناوب گوياست، نمي ي تناوب گنگ و يك دوره و يك دوره1

  .ي تناوب اصلي ندارد گرفت و تابع دوره. م. م. ك

  . استπ2ي تناوب اصلي آن تابع متناوب است و دوره  )ت  

  .ست، پس تابع متناوب نيستنيي يك  چون كمان درجه  )چ  

ي تناوب  باشد و دوره است، متناوب ميπ[x] ولي چوني يك دارد كه تابع كماني غيردرجه رغم اين علي  )ح  

آن
π

=
π

2
  .باشد  مي2
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x x x x x x x x x x x

f (x) [ ] [ ] ( ) [ ] [ ] ( [ ]) ( [ ])= − + = − − + = − − −
6 2 3 2 3 2 3 2 2 3 3

  د( 

  

T
| m |

| |

T
| m |

| |


= = =




⇒ 
 = = =



1

2

1 1
2

1

2

1 1
3

1

3

  

T: باشد از عبارت مي اين دو تناوب است،. م. م. لي كه كي تناوب اص بنابراين دوره =   كل6

  f (x) | sin x | | cos x |= +2   ذ( 2
  

  :نكته  

  :ي تناوب توابع به شكل طور كلي دوره به

  k k
f (x) sin ax cos ax= +2 2  

  f (x) | sin ax | | cosax |= +  

برابر
| a |

π

2
  .باشد مي 

 عبارت است از) ذ(ي تناوب اصلي تابع قسمت  پس دوره
( )

π

2 2
 يعني

π

4
.  

f جبري و مثلثاتي مانندهاي ابع مركب از تابعوت  )ر   (x) x sin x=   .دنباش  نمي متناوب2

 

130-   
x x x T x

f (x) tan f (x T) f (x) tan (x T) tan tan( ) tan= ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + =
3 3 3 3 3 3

7 7 7 7 7 7
  

  
T

T
π

⇒ = π⇒ =
3 7

7 3
  

  

133-   f (x) tan ax.cot ax T f (x) tan x.cot x T
| a |

π π
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 2
  

fدر مورد (x) sin x cos x= +2 f چون 2 (x) ي  نهايت دوره  و داراي بيباشد مياست اين تابع ثابت 1=

  .طور كلي نامتناوب است پس به.  نداردي اصلي تناوب ولي دوره. تناوب است

  

134-    [( ) ] [( ) ( ) ( ) ] [ ] [ ]+ = + + + = + + + = +3 3 22 1 2 3 2 3 2 1 2 2 6 3 2 1 7 5 2  

1/ كمي از 2كه با توجه به اين 5= بنابراين،تر است  بيش4 2 ] پس7 ]+ =7 7 14  
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135-   ( ) ( )+ + − =6 62 1 2 1 198  

2/كه با توجه به اين 1 2−/ پس �4 1 0 ): بنابراين. �4 )< − <60 2 1 1   

)پس بايد )+ 62 )باشد تا با اعشار حاصل از 197تر از  كمي بيش1 )− 62   .گردد198 برابر1

)]: لذا ) ]+ =62 1 197  

  

137-   
x [ x]

A x [ x ] x ([ x] ) x [ x] A
−

= − + = − + = − − ⇒ = −
1 1 1 3 5 5 3

5 3 5 3 5
5 5 5 5 5 5

  

xدانيم از طرفي مي [ x]≤ − <5 5   .باشد  مي�1

  :پس

  
x [ x] x [ x]

x [ x] A
− − −

≤ − < ⇒ ≤ < ⇒ − ≤ − < − ⇒ − ≤ <
5 5 1 3 5 5 3 1 3 3 2

5 5 1
5 5 5 5 5 5 5 5 5

� �  

  

138-   f (x) [f (x)] [x ]+ = +2 1
2

2
  

f]ند بوده كه جمع آن با ر حتماً عدديfتوجه كنيد كه  ]ند است، برابر كه عددي ر[x ]+2 1
2

2
 شده كه آن 

  .پس نيازي به براكت ندارد. ند است عددي رfدانيم  حال كه مي. ند است عددي رنيز

  f (x) [f (x)] [x ] f (x) f (x) [x ] f (x) [x ]+ = + ⇒ + = + ⇒ = +2 2 21 1 1
2 2 2 2

2 2 2
  

    f (x) [x ]⇒ = +2 1

2
  

  

  ها اعداد ذكر شده نهايت تابع داريم كه برد آن يب -140
[f (x)] f (x)

[f (x)]

[f (x)] f (x)

= ⇒ ≤ <  
= ⇒ ⇒ 

= − ⇒ − < ≤  

2 1 1 2
1

1 1 �
  

  .است

  

141-  

  Z−R
x

f (x) x [x] x [x] x
x [x]

−
= ⇒ − ≠ ⇒ ≠ ⇒ ∈

−

3 5
  الف( �

  Zx }≤ −  يا 3−
f

x
x xx

f (x) D :{xx
[x] [ x]

[x] [ x] x

 ≥
− ≥ ⇒ ≥ ⇒ −

= ⇒ → ≥≤ − 
+ −  

+ − ≠ ⇒ ∈ − 

2 22
3

9 99
33

∩�

�

 پ( 

R Z



 103  تابع: پاسخ فصل دوم 

 

 

 

  f (x) [x] [x] [x] x= − ⇒ − ≥ ⇒ ≤ ⇒ <4 4 4   ث( �5
  

  f (x) [x] [x] [x] [x] ([x] )([x] )= − + ⇒ − + ≥ ⇒ − − ≥2 23 2 3 2 1 2�   ج( �

  
[x]

([x] ) ([x] )

[x]

=
⇒ − − = ⇒ 

=

1
1 2

2
�  

  R
f

D :

É[x] x

[x] x

≤ < 
 

⇒ ⇒ 
 ≥ ≥ 

1 2

2 2
  

    
[x] [x] [x]

f (x) tan k k [x] k
π π π

= ⇒ ≠ π + ⇒ ≠ + ⇒ ≠ +
1

2 1
2 2 2 2 2

  ح( 

 { k x k }− + ≤ < +2 1 2 2R
f

D :⇒  
  

142-  

  
x

f (x) [ ] [ , ]= −3 2 4
2

  الف( 

  

  

x x
x f (x) [ ] ( )

x x
x f (x) [ ] ( )

x x
x f (x) [ ] ( )


− ≤ < ⇒ − ≤ < ⇒ = = − = −



⇒ ≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = = =

 ≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = = =


2 1 3 3 1 3
2 2

2 1 3 3
2 2

2 4 1 2 3 3 1 3
2 2

� �

� � � �  

  f (x) x [ x] [ , ]= − −2 2 1   ب( 1

  x x [ x] f (x) x ( ) x− ≤ < − ⇒ − ≤ < − ⇒ = − ⇒ = − − = +
1

1 2 2 1 2 2 2 2 2 2
2

  

  x x [ x] f (x) x ( ) x− ≤ < ⇒ − ≤ < ⇒ = − ⇒ = − − = +
1

1 2 2 1 2 1 2 1
2

� �  

  x x [ x] f (x) x x≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ = − =
1

2 1 2 2 2
2

� � � �  

  x x [ x] f (x) x≤ < ⇒ ≤ < ⇒ = ⇒ = −
1

1 1 2 2 2 1 2 1
2

  

  
[x]

f (x) [ , ]
x

= −1   ث( 2

  x [x] f (x)
x

−
− ≤ < ⇒ = − ⇒ =

1
1 1�  

  x [x] f (x)
x

≤ < ⇒ = ⇒ = =1
�

� � �  

  x [x] f (x)
x

≤ < ⇒ = ⇒ =
1

1 2 1  

 يا يا

x− ≤ ≤2 4
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  f (x) [x ] [ , )= 2   چ( �2

  x x [x ]≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =2 21 1� � �  

  x x [x ]≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =2 21 2 1 2 1  

  x x [x ]≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =2 22 3 2 3 2  

  x x [x ]≤ < ⇒ ≤ < ⇒ =2 23 4 3 2 3  

  f (x) [sin x] [ , ]= π2� )ح  
  

  :نكته  

f]براي رسم تابع (x)] كافي است ابتداf (x)سپس خطوط  را رسم كنيم و

Zy(متوالي k (k= بخش از منحني كه بين دو خط  نماييم و هر رسم مي را ∋

 وير نكنيماگر نقاط تقاطع را تص. كنيم پائيني تصوير مي خط متوالي واقع شده است را روي

f] شكل (x)] گردد حاصل مي.  
  

  

  

  

  

  

  

  

143 -    f (x) x [x]= +  

  x f (x) x≤ < ⇒ =1�  

  x f (x) x≤ < ⇒ = +1 2 1  

  x f (x) x≤ < ⇒ = +2 3 2  

  :مباشد كه براي يافتن تابع وارون داري يك مي به  تابع يك،با توجه به شكل

  
[y]

y x [x] [y] [x [x]] [y] [x] [x] [y] [x] [x]= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =2
2

  

  
[y] [X] [X]

y x [x] x y [x] x y Y X f (X) X
−= + ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = −1

2 2 2
  

  

147-   

[x]

[x ]
x

[x ]

[x ]

= −


=
⇒ − < < ⇒ 

= −
 =

2

3

4

1

1
1

�
�

�

  x x+ < ⇒2 �  

  [x] [x ] [x ] [x ] ( ) ( )⇒ + + + = + − + + − = −2 3 4 1 1 2� �  
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148-   
x x x

[x x] x x

x x x x

 + < ⇒ − < <
+ = − ⇒ − ≤ + < ⇒ 

 + ≥ − ⇒ + + ≥ ⇒

2
2 2

2 2

1
1 1

1 1

� �
�

�
  

    x x [x ]− < < ⇒ < < ⇒ =2 21 1� �� � �  
  

149-   f (x) [cos x] cos x
[cos x]

= ⇒ π = ⇒ ≤ π <
π

1
1� �  

  { k x k } { k }
π π

− π − ≤ ≤ π + π2 2 2
2 2

∪R
f

D :⇒ 

  يا 

  { k x k } { k }
π π

π + < < π + π
3

2 2 2
2 2

∪
f

D :⇒ 

  

[y] عدد اول است؛ پسPچون  -151 P=و [x] [y] يا1= [x] و1= P=  
    

 1بنابراين در هر صورت مربعي به ابعاد 

  .گردد جواب معادله مي

  

  

  

152-   
x n x x (n x) x x x

f (x) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n x n x n x n x n x n x

− + − − + −
= + = + = + +

+ − + − + −

2 2 2 2 2
1  

  
x x

[ ] [ ]
n x n x

−
= + +

+ −

2 2
1  

  .با توجه به متقارن بودن دامنه، تابع زوج است
x x

f ( x) [ ] [ ] f (x)
n x n x

−
− = + + =

− −

2 2
1  

  

  1390سري هاي كنكور سرا تستپاسخ 
157-   ( ) ( ) ( ) ( ){ }fog , , , , a, , b, a= ⇒ =11 3 7 2 7 4  

) باشد تا زوج 5 برابر bبايد  ),4 ) . ايجاد گردد1 ) ( ){ }gof , , ,= 2 2 4 1  

  . صحيح است »3« ي  بنابراين گزينه

  

158-   ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]x x x x
gof x x x x x

− + − +−= ⇒ ≤ − < ⇒ − < − + ≤ ⇒ < ≤12 1 1 2 2 2�� �  

                      [ ]x x− +
⇒ < ≤

1
2 1

2
  

  . صحيح است »1« ي  گزينه

 همواره برقرار
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  مسوفصل                                           

  تمثلثا                                 

  

  

  

 يادآوري                                                

گذاري   علامتcm25 را روي تاير يك ماشين به شعاعAي  نقطه  -1

ي اين نقطه از  ي فاصله  ماشين معادلهدر هنگام حركت. ايم كرده

  .سطح زمين را به دست آوريد

  

  

  

m4فلكي به قطر و فرض كنيد چرخ  -2  فردي.  داشته باشدوجود، دارد فاصله m24 كه مركز آن از زمين�

 m34 وي تا زمين براي اولين بار بهي اي فاصله پس از طي چه زاويه. شود وفلك مي سوار اين چرخ

  رسد؟ مي

/ي مركز آن تا زمين  و فاصلهcm25شكل  اي شمار يك ساعت ديواري دايره ي دقيقه طول عقربه  -3 * m2 25 

ي نوك اين عقربه با سطح زمين را   و فاصلهθي عقربه را نسبت به خط افق ي پيموده شده اگر زاويه. است

yدر اين صورت . متر فرض كنيم  سانتيyرا بر حسب θبنويسيد .  

  : باشدLاگر طول آونگ برابر . كند آونگي مطابق شكل مقابل، حول محور قائم نوسان مي  -4 *

  

  . به دست آوريدθهاي مثلثاتي  و نسبتL را برحسب OHطول  )الف  

ي  را بين زاويهOHنمودار تابع   )ب  
π

−
4

 و
π

4
  . رسم كنيد

 بينθي  را اگر زاويهOHي مقدار  ه و كمينهينبيش  )پ  
π

−
4

 تا
π

4
  . تغيير كند، بيابيد

yنمودار تابع   -5 * a sin x b= )Aي  از نقطه+ , )
π

3
2

اي به طول ها را در نقطه  گذشته و محور طول
π

6
 قطع 

  . را بيابيدb و aكند،  مي

اگر  -6
cos x

sin( )
π

= α
3

  . را بيابيدα حدود تغييرات، باشد
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  كاربردهاي هندسي مثلثات  

 ، ABCالزاويه  در مثلث قائم  -7
^

(C )=  Dي   را تا نقطهBC ضلع �°9

ABطوري كه  به دهيم امتداد مي BD=ثابت كنيد.  باشد.  

     
sin

tan
cos

α α
=

+ α2 1
  

  . را به دست آوريد15°ي هاي مثلثاتي زاويه نسبت  -8

Aي در شكل مقابل زاويه  -9 = α°ي  و زاويهB = α°2و AB d= متر

  . را به دست آوريدαارتفاع برج برحسب. است

  

  

  
  

 OPها و cos روي محور OAي مثلثاتي مطابق شكل مقابل  در دايره   -10

ي  هــ و زاويOPمود بر ــ ع MHاگر . رار داردــها قsinور ـروي مح

AOM = αفرض شود  .HPچقدر است؟   

  

نسبت. اند يره عمود بر همدر شكل مقابل دو قطر دا -11
CD

CA
 را برحسب 

αبيابيد .   

  

  
  

Aاگر   -12 * = b و�°9 c= tan(B با توجه به شكل مقابل، باشد3 C)− 

  .را  بيابيد

  

  

  

sin را بر حسبxل مقابل مقدار با توجه به شك   -13 αبه دست آوريد . 
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 )راهنمايي(

 عمود OC و OA بر خط دو Bي  با توجه به شكل مقابل از نقطه   -14

.  قطع كنندE و Fدهيم تا دايره را در نقاط  كنيم و امتداد مي مي

  .)شعاع دايره، واحد است. ( را بيابيدAH و EFطول 

  

  

  .بيابيد αبرحسبي مثلثاتي مقابل   را در دايرهMHي  اندازه  -15

  

  
  

  

  

  : ثابت كنيدزيردر شكل   -16

     AC sin
α + β

= 2
2

 

  

  

sinالزاويه برابر طول اضلاع مثلث قائم   -17 xو cos xچه مقدار از ارتفاع مثلث به ازاي.  است x ماكزيمم 

  ) درسيتمرين كتاب(  شود؟ مي

  

  ها و اتحادهاي مثلثاتي نسبت  

sinاگر   -18 x cos x+ = cos.  باشد2 x2را محاسبه كنيد .  

sinاز تساوي  -19 * cos°× ° =
1

15 15
4

   . را حساب كنيد15°ي هاي مثلثاتي زاويه  نسبت

     
sin cos

cos sin


°× ° =




° + ° =
2 2

1
15 15

4

15 15 1

  

tanحاصل  -20 * cot° + °15   . را بيابيد15

Aحاصل  -21 * sin( / )cos( / )cos( / )= ° ° °11 25 11 25 22   . را به دست آوريد5

  .هاي زير را ثابت كنيد هاي مثلثاتي، عبارت با كمك فرمول  -22

    cos cos sinα = α − α2   الف( 22

    cos x sin x cos x− =4 4   *  ب( 2
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    sin sin .cosα = α α2   پ( 2

  ) درسيتمرين كتاب(  
tan x

sin x

tan x

=
+ 2

2
2

1
  *  ت( 

    
tan x

cos x

tan x

−
=

+

2

2

1
2

1
  *  ث( 

    
tan tan

tan( )
tan .tan

α − β
α − β =

+ α β1
  ج( 

    
tan

tan

tan

α
α =

− α2

2
2

1
  چ( 

sin  ) درسيتمرين كتاب(   sin sinα = α − α33 3   ح( 4

cos  ) درسيتمرين كتاب(   x cos x cos x= − +4 34 8 8   *  خ( 8

    cos .sin sin .cos sinα α − α α = α3 3 1
4

4
  *  د( 

    
sin( )

tan tan
cos .cos

α + β
α + β =

α β
  *  ذ( 

    sin(a b).sin(a b) sin a sin b+ − = −2   ر( 2

    cos(a b).cos(a b) cos a sin b+ − = −2   *  ز( 2

    
sin

sin cos
α

α + α = −
2

4 4 2
1

2
  *  ژ( 

    sin cos sinα + α = − α6 6 23
1 2

4
  س( 

    
sin cos

tan
cos cos

α α α
× =

+ α + α

2

1 2 1 2
  *  ش( 

    
tan tan

tan

tan

α − α
α =

− α

3

2

3
3

1 3
  ص( 

    tan .tan
cos

+ α α =
α

1
1 2

2
  * ض( 

    cot mx tan mx cot mx− = 2   ط( 2

    sin x.sin( x).sin( x) sin x− + =4 6 6 3�   ظ( �

    cos x .cos( x).cos( x) cos x− + =4 6 6 3�   *  ع( �

    tan x .tan( x).tan( x) tan x− + =6 6 3�   *  غ( �

    cos .cos .cos .cos
π π π π

=
5 7 11 1

24 24 24 24 16
  ف( 

    
( sin x) x

( tan )
cos x

+
= +

+

22 1
1

1 2
  *  ق( 

 هاي مثلثاتي مزدوج
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sinطوري كه  باشند؛ به270°تر از هاي منفرجه و كم  زاويهβ وαاگر  -23 * α =
3

5
sinβ و =

4

5
مقادير زير را  

  .بيابيد

  cos( )α − β )sin  ب( = )α + β   الف( =

  sin α )tan  ت( 2= )α + β   پ( 2=

  sin α cos  ج( 3= α   ث( 2=

  tan β cos  ح( 2= α   چ( 3=

هاي آن واحد است و  الساقين زير كه طول ساق با استفاده از مثلث متساوي  -24

ي مساحت آن از دو طريق نتيجه   است با محاسبهαي رأس آن زاويه

sin  :بگيريد sin .cos
α α

α = 2
2 2

  

    ) درسيتمرين كتاب(  

  

cos  :در سوال فوق ثابت كنيدها cosي  با استفاده از رابطه  -25 sin
α

− α = 21 2
2

  

ي   و زاويهα برابرBي رأس  سازيم كه زاويه اي مي  را به گونهABCمثلث   -26

چگونگي ساختن .  واحد باشدBC باشد و ارتفاع وارد بر ضلع β برابرCرأس 

  .ث را توضيح دهيداين مثل

ي   و محاسبهβ وαهاي مثلثاتي  برحسب نسبتBH و AB ، AC ، CHهاي  خط ي طول پاره با محاسبه  

ي   ، فرمول محاسبهABCها در مثلث sinي   از دو طريق، يا با استفاده از رابطهABCمساحت مثلث 

sin( )α + βدرسيتمرين كتاب(  .  را به دست آوريد (  

طول .  واحد استBC قائمه است و طول ضلع Aي  در مثال زير زاويه  -27

هاي  خط ي طول پاره با محاسبه.  فرض كنيدb را عددي مانند BDخط  پاره

  در  كه هايي لثـاحت مثـي مس شود و محاسبه ديده مي شكل ديگري كه در

  :وند، با استفاده از تساويش  ديده ميشكل  

  )BDCمساحت  (=) ABCمساحت (−)ADBمساحت   (     

)sin:ثابت كنيد   ) sin .cos cos .cosβ − α = β α − β α  )درسيتمرين كتاب (  

aثابت كنيد اگر داشته باشيم  -28 * b c K+ + = πگاه  آنtan a tan b tan c tan a .tan b.tan c+ + =.  

xاگر  -29 *
π π

− < <
4 4

 و
tan x m

tan x m

− −
=

+ +

1 1

1 2
  . را بيابيدm حدود تغييرات ، باشد

حاصل  -30 *
sin cos

sin cos

+

−

53 53

53 53
  . يك زاويه بيابيدتانژانت را برحسب 

sin:ثابت كنيد  -31 .cos° ° =
1

18 36
4

  .باشد  مي
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ي تناوب دوره  -32
tan ax

tan ax− 21
  .ا بيابيد ر

sinاگر  -33 x =
4

2
5

 حاصل كسر، باشد
tan x cot x

tan x cot x

+

+

2 2

3 3
  . را به دست آوريد

sinاگر  -34 * x cos x+ =
5

4
tan ، باشد x cot x+چقدر است؟   

sinاگر  -35 x cos x sin x cos x+ + + =4 4 6 6 6

5
sin حاصل، باشد x

  . را به دست آوريد22

اگر  -36
x

tan =
1

3 3
 و

x
tan(y )− =

1

3 4
گاه  آن، باشند

x
tan(y )+

3
   چقدر است؟

اگر  -37
π

α + β =
5

4
)حاصل عبارتگاه   ، آن tan )( tan )+ α + β1   .را بيابيد 1

حاصل عبارت  -38 *
tan

tan

+ °

− °

1 15

1 15
  . را به دست آوريد

xاگر  -39
π

=
12

 حاصل عبارت، باشد
(sin x cos x)

(sin x cos x)

+

−

2

2
  . را بيابيد

sinاگر  -40 * x cos x
−

=
1

4
sin(x حاصل، باشد )

π
+

4
  . را بيابيد

sinاگر  -41 x cos x+ =
1

3
cos) حاصل، باشد x sin x)−4 4    چقدر است؟2

  

  معادلات مثلثاتي  

هاي معادله ي جواب كليه  -42
sin x cos x

+ =
3 1

  ) درسيتمرين كتاب(  . را تعيين كنيد4

  .معادلات زير را حل كنيد  -43

    sin x sin x− =3   * الف( �

    sin x sin x+ =3   ب( �

    cos x cos x− =3   *  پ( �

    cos x cos x+ =3   ت( �

    tan x tan x=3   *  ث( 2

    tan x cot x=4 )ج  

    tan x cot( x)
π

= +4 4
3

  *  چ( 

    tan x.tan x =7 5   *  ح( 1
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    sin x cos xπ + π =3 3
  خ( �

    sin x tan x− =2   د( �

    sin x cos x sin x+ − − =2 3 2 3   ذ( �

    cos x cos x− + =2 5 3   *  ر( �

    sin(x ) cos x
π

+ =2 2 2
4

  *  ز( 

    cos x(sin x cos x)+ =2   ژ( 1

    cos x.cos x sin x.sin x+ =
3

4 4
2

  س( 

    sin x cos x− + =3   *  ش( 1

    sin x cos x=2   ص( 2

    
x

sin cos x+ =23 2
2

  ض( 

    sin x.sin x cos x=
1

3 2
2

  *  ط( 

    
sin x sin x

sin x

−
=

7
2

3
  ظ( 

    sin x sin x sin x cos x+ =3   *  ع( 4

    sin(x ) cos(x )
π π

− + − =
5

2 3 5
8 8

  غ( 

    
tan x( tan x)

( tan x)

−
=

+

2

2 2

1 1

81
  ف( 

    
x x

cot tan− = 2 3
2 2

  *  ق( 

    cos x sin x cos x− =23 3   ك( 3

    cos x sin x sin x+ − =2 22 3 2 8   *  گ( �

    (sin x cos x) sin x+ − =2 2   ل( 1

    (sin x cos x) sin x+ + + =3 2 2 5   *  م( �

    sin (x ) sin (x )
π π

+ − − =2 2 1
12 12

  *  ن( 

    sin x sin x sin x+ =2 2 22   و( 3

sin :راهنمايي(   x

sin x
( )

( )

+ =
−

1
2 1

2 1
(  sin x sin x

( ) ( )+ + − =2 1 2 1   *  هـ( 2

    sin x cos x cos x− =
3 32 2 3 2   ي( 2
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  .معادلات زير را حل كنيد  -44

    (cos x sin x) cos x sin x− = + −3 1 2   الف( 2

    sin x cos x
cos x

= +
1

4   *  ب( 6

    tan x sin x sin x+ =5 2 1 5   پ( �5

    
x

cos x tan+ + =1
2
  *  ت( �

    tan x tan(x )
π

+ + = −2
4

  ث( 

    sin x sin x sin x+ + =2 3   ج( �

    sin(x ) sin x sin+ = −2   *  چ( 2

    cos x cos x cos x cos x− + − =9 7 3   ح( �

    
x

sin x sin x sin x cot+ + =
1

2 3
2 2

  خ( 

    tan x tan x tan x+ − =2 3   *  د( �

    tan x.tan x tan x tan x= +2   ذ( 2

    sin x cos x sin x sin x+ = +2 27 2   ر( 2

  . ساده نماييد، تبديل به جمعهاي زير را با كمك اتحادهاي مثلثاتي تبديل به ضرب يا عبارت  -45

    sin cos+ =4 7�   * الف( �

    sin sin
π π

+ =
7

12 12
  *  ب( 

    
sin x sin x cos x

cos x cos x sin x

+ −
=

− −

3

3
  پ( 

    
sin a sin a cosa

(sin a cosa)

+ +
=

+ 2

3 2
  ت( 

    cos x cos x+ + =1 2   *  ث( 4

    
sin sin

sin( ).sin( )

α − α
=

π π
+ α α −

7

2 2
4 4

  ج( 

    
cos x cos x cos x

cos x

+ +2 3

2
  *  چ( 

cos  )85 –سراسري (   (tan tan )° ° + ° =5 7 1� �   ح( �

cos  )86 –سراسري (   cos cos° ° + ° =22 4 8� �   *  خ( �

  )87 –سراسري (  
cos

+ =
°

1
2

2�
  د( 

cos)  )89 –سراسري (   cos ) (tan cot )° − ° ° − ° =1 7 7 1� � � �   ذ( �

    sin x sin x− =2 23   *  ر( 5



 115  مثلثات: فصل سوم 

 

 

tan)حاصل عبارت  -46 tan )sin° + ° °35 2 2�    . را بيابيد�

sin:ثابت كنيد  -47 sin sin sin cos° + ° − ° − ° = °47 61 11 25 7  

 حاصل كسر  -48 *
sin x sin x sin x sin xsin x

cos x cos x cos x cos x cos x

+ +

+ +

2

2

3 5

3 5
  . را بيابيد

 حاصل عبارت  -49
cos x cos x sin x sin x

sin x sin x cos x cos x

+ +
+

+ +

5 5

5 5
xبه ازايرا  

π
=

36
  . به دست آوريد

sin  .كنيد را بررسي مقابلي  درستي رابطه  -50 sin sin cot
π π π π

+ + =
2 3 1

7 7 7 2 14
  

Aعبارت  -51 * cos x cos x= −2   . را به ضرب تبديل كنيد25

cos :ثابت كنيد  -52 * cos
π π

+ =
3 1

5 5 2
  

اگر  -53 *
π

12
cosي هاي معادله  يكي از جواب x sin x m+   . را بيابيدm ، باشد3=

)sinي هاي معادله وابج   -54 * cos x)π = ]ي  را در بازه1− , ]π2بيابيد� .  

aي ثابت كنيد معادله  -55 sin x bcos x c+ ]ي  در بازه= , ]π2� اگر يك ريشه داردa b c+ =2 2  . باشد2

aي معادلهثابت كنيد   -56 * tan x bcot x c+ | زماني ريشه دارد كه= c | ab≥   . باشد2

yي تناوب  دوره  -57 sin x sin x= +3   . را بيابيد2

tanاگر  -58 * aو tan bي هاي معادله  ريشهx x− − =2 2 2 tan(a حاصل، باشند� b)+را بيابيد .  

)tanاگر  -59 )α + β =
1

2
)tan و )α − β =

1

3
tan ،دن باش α2را بيابيد .  

هرگاه  -60
π

α − β =
6

 حاصل، باشد
sin( )

cos cos

α + β −

α β

2 1
  . را به دست آوريد

sinاگر  -61 * x =
1

3
 حاصل، باشد

sin x sin x sin x

sin x sin x sin x

+ +

+ +

3 4 5

2 3
  )88 –آزاد (  . را بيابيد

Sعبارت  -62 * cos x cos y cos(x y)= + + +   . را تبديل به ضرب نماييد1+

cosعبارت  -63 * a cos a cos a+ + −2 2 2 3
2 3

2
  .  را تبديل به ضرب نماييد

sinي  معادله، عددي باشندي  دنبالههاي متوالي يك  جملهd و a ،b ،cاگر   -64 ax.cosbx sin cx.cosdx= 

  .را حل كنيد

معادله  -65 *
x x

[ ] sin x [sin x]+ = +
3 3

  )83 –المپياد ايران (   چند جواب حقيقي دارد؟

     پنج تا) 5  سه تا) 4  دو تا ) 3  يكي) 2  .جواب ندارد) 1
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  حل معادله به روش هندسي  

xي معادله  -66 * sin x=    چند ريشه دارد؟2

xي معادله  -67 sin x cos x+ =    چند ريشه دارد؟�

xي معادله  -68 * cos x    چند ريشه دارد؟1=

|ي معادله   -69 x | sin x =2    چند ريشه دارد؟1

yخط  -70 = y با منحني2 sin x cos x= ]ي  در بازه3− , ]π2چه وضعيتي دارد؟�   

  

  وارون توابع مثلثاتي  

)ي ي مثلثاتي در بازه بر روي دايره  -71 , )
π

2
sin نشان دهيد كه� x sin (x) tan x

−< <1   

  .شده بيابيد ي خواسته وارون توابع زير را در بازه  -72

    f (x) sin x [ , ]
π π

= + −2 1
2 2

  الف( 

    
sin x

f (x) [ , ]
sin x

π π
= −

−2 1 2 2
  ب( 

    f (x) tan x ( , )
π π

= − + −2 3 7
6 6

  *  پ( 

    f (x) cos x ( , )
π

= 5
2
  *  ت( �

    
tan x

f (x) ( , )
tan x

− π π
= −

+

2 4

2 4 8 8
  *  ث( 

  ) درسيتمرين كتاب(  . زير را ثابت كنيدهاي تساويي مثلثاتي  بر روي دايره  -73

    sin (a) cos (a) ( a )
− − π

+ = < <1 1 1
2

  الف( �

    sin ( x) sin (x) ( x )
− −− = − − ≤ ≤1 1 1   *  ب( 1

    cos ( x) cos (x) ( x )
− −− = π − − ≤ ≤1 1 1   پ( 1

    tan ( x) tan (x)
− −− = −1   *  ت( 1

    sin(cos (x)) cos(sin (x)) x ( x )
− −= = − − ≤ ≤1 1 21 1   ث( 1

sinثابت كنيد  -74 (cos x) x
− π

= −1

2
cos و (sin x) x

− π
= −1

2
  .دباش  مي

tanثابت كنيد  -75 * (cot x) x
− π

= −1

2
cot و (tan x) x

− π
= −1

2
  .باشد  مي

ثابت كنيد  -76
x y

tan ( ) tan (x) tan (y)
xy

− − −−
= −

+

1 1 1

1
.  
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cosثابت كنيد  -77 ( t ) sin (t)
− −− =1 2 11 2 2.  

ثابت كنيد   -78 *
x

tan (x) cot ( )
x

− − −
=

2
1 1 1

2
2

.  

  .هاي زير را بيابيد ي عبارت شده ساده  -79

    tan( tan ( ))
−π

− =13 3

4 2
  الف( 

    tan ( ) tan ( )
− −+ =1 11 1

2 3
  ب( 

    cos(sin ( ))
− =1 5

7
  *  پ( 

    sin(cos ( ))
− −

=1 3

5
  ت( 

    tan(tan ( ) tan ( ))
− −+ =1 12   *  ث( 3

    sin( cos ( ))
− =1 3

2
5

  *  ج( 

    tan ( ) tan ( )
− −+ =1 11 1

2
3 7

  *  چ( 

    cos( cos ( ))
− =11 1

2 1�
  ح( 

aاگر  -80 * tan (t)
−=   . را بيابيدsinaگاه   آن باشد،12

  ) درسيتمرين كتاب(  . سمت مركز دايره در حال حركت است مطابق شكل مقابل بهABوتر   -81

  . نمايش دهدxي  تابعي بسازيد كه مساحت قطاع دايره را برحسب زاويه )الف  

  . را بسازيدxتابع تغييرات وتر برحسب   )ب  

  .ب وتر را بيابيد برحسxتابع تغيير   )پ  
  
  

 و ارتفاع m2ي آن ي قاعده قطر دايره. دارد روي زمين قراراي شكل مطابق شكل يك منبع گازوئيل استوانه  -82 *

  ) درسيتمرين كتاب(  . استm3آن

  .يابيدب) ارتفاع گازوئيل (h و زاويهتابعي از حجم مخزن برحسب  )الف  

  . بيابيدh و xتابعي از سطح گازوئيل موجود در مخزن برحسب   )ب  

  
  

 تابعي بنويسيد ، در نظر بگيريم�cm1كره را اگر شعاع نيم. ريزيم آب مي) كره به شكل نيم( ر يك كاسه د  -83 *

  .كه حجم آب داخل كاسه را برحسب ارتفاع آن تعيين كند

ي مثلثاتي ي معادلهجواب كل   -84* 
cos x cos x sin xsinx

cos x

−
=

5 3 3
1

2
  )90 - سراسري (   به كدام صورت است؟

1 (
kπ

3
   2 (

kπ

2
   3 (

kπ2

5
   4 (

kπ2

3
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  ) 1390/ د ماهخردا/ 08مورخ (امتحان نهايي حسابان  تمام سوالات

  "سوالات امتحان نهايي حسابان مكمل" و   "مكمل حسابان"هاي  در كتاب

 

شماره سوال امتحان حسابان 

08/03/1390 

   و"مكمل حسابان"هاي  شماره سوال در كتاب

 "مكمل سوالات امتحان نهايي حسابان"

1 
 22ي  صفحه مكمل حسابان و 68 سوال 11ي  صفحه 

 حسابان تحاني مكمل سوالات ام2سوال 

  مكمل حسابان42 سوال 9ي  صفحه  2

  قسمت الف مكمل حسابان167 سوال 21ي  صفحه  3

  مكمل حسابان185 سوال 24ي  صفحه  4

6 
 30ي   مكمل حسابان و صفحه 63 سوال 69ي  صفحه 

  مكمل سوالات امتحاني حسابان 6سوال 

  مكمل حسابان96 سوال 73ي  صفحه  7

  مكمل سوالات امتحاني حسابان10وال  س10ي  صفحه  8

  مكمل سوالات امتحاني حسابان9 سوال 15ي  صفحه  10

  مكمل سوالات امتحاني حسابان11 سوال 16ي  صفحه  11

  قسمت الف12
مكمل سوالات   »ب «  قسمت 17 سوال 21ي  صفحه 

 امتحاني حسابان

 ن مكمل حسابا »ذ«  قسمت 50 سوال 157ي  صفحه   قسمت ب12

  مكمل سوالات امتحاني حسابان13 سوال 10ي  صفحه  13

 مكمل حسابان   »خ«  قسمت 75 سوال 197ي  صفحه   قسمت ج15

  مكمل حسابان50 سوال 194ي  صفحه  16

        ....مي باشدمي باشدمي باشدمي باشد)) )) )) )) مكمل حسابانمكمل حسابانمكمل حسابانمكمل حسابان((((((((شماره صفحات بر اساس شماره صفحات چاپ اول كتاب شماره صفحات بر اساس شماره صفحات چاپ اول كتاب شماره صفحات بر اساس شماره صفحات چاپ اول كتاب شماره صفحات بر اساس شماره صفحات چاپ اول كتاب : : : : توجه توجه توجه توجه   
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  سومفصل پاسخ                                              

  مثلثات                                          

  

  

  

  

1-    OH R.Sin= α  

    BH OB OH R R sin R( sin )= + = + α = + α1  

  

  

  

2-    
x r cos

r
y x y cos

= θ

=
= − → = − θ

2
24 24 2

�
�  

  :بنابراين.  مورد نظر است متري34چون ارتفاع   

    cos cos= − θ⇒ θ = − ⇒ θ = °
1

34 24 2 12
2

� �  

  

  

6-    
cos x cos x

cos x sin( ) sin( ) sin( )
π π π π π π

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤ ⇒ − ≤ ≤1 1
3 3 3 3 3 3

  

  ⇒ − ≤ α ≤
3 3

2 2
  

  

  : داريمABDالساقين  از مثلث متساوي  -7

  

^ ^
^ ^ ^ ^ ^ ^

A D CA
A D D D tan D tan

CD

= α α
α = + →α = ⇒ = ⇒ = =1

1 2
2 2

  

  :  داريمABبا تقسيم كردن صورت و مخرج كسر بر 

  

CA CA CA

AB AB AB
tan

CD CB BD CB BD

AB AB AB AB

α
= = =

+
+2

  

اما
CA

sin
AB

α  و=
CB

cos
AB

α  و=
BD

AB
  :در نتيجه.  است1=

sin
tan

cos

α α
=

+ α2 1
  

a

O

A
H

B
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  :راه حل اول  -8

با توجه به اين كه
sin

tan
cos

α α
=

+ α2 1
  : داريم

  
sin

tan
cos

°
° = = = = −

+ ° +
+

1
3 1215 2 3

1 3 3 2 3
1

2

�

�
  

    

b
tan b a( )

a

a b c a a ( )


° = = − ⇒ = −




+ = ⇒ + − =
2 2 2 2 2 2

15 2 3 2 3

2 3 1

  

   a a b ( )( )
( )

+ +
⇒ = ⇒ = ⇒ = −

−

2 1 2 3 2 3
2 3

2 24 2 3
  

    
a

cos
c

+
° = =

6 2
15

4
   و   

b
sin

c

−
⇒ ° = =

6 2
15

4
  

  :راه حل دوم  

    cos sin sin sin
−

× ° = − °⇒ = − °⇒ ° =2 23 2 3
2 15 1 2 15 1 2 15 15

2 2
  

  cos
+

⇒ ° =
2 3

15
2

  

  tan

−

⇒ ° = = −
+

2 3

215 2 3
2 3

2

  

  

9-    AC BC d− =  

    
EC EC

d
tan tan

− =
α α2

  

    
tan tan

EC( ) d
tan .tan

α − α
=

α α

2

2
  

  

tan d tan
d.tan

d.tan .tan d tantan tan
EC

tantan tan tan tan tan tantan

tan tan

α α
α

α α α− α − α= = = =
αα − α α + α α + α− α

− α − α

2

22 2

3 3

2 2

2 2

2 21 1
22

1 1

  

  
d tan tan

EC d dsin

tan tan

α α
= = = α

+ α + α2 2

2 2
2

1 1
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  .باشد  ميOP ارتفاع وارد بر MHدانيم كه   ميOMPي  الزاويه در مثلث قائم  -10

    MH OH.PH cos sin .PH= ⇒ α = α2 2  

    
cos

PH cot .cos
sin

α
⇒ = = α α

α

2

  

    

 

11-    
CD OH CD R.cos CD

cos cos
CA OA CA R CA

α
= ⇒ = ⇒ = α = α −22

2 2 1  

  
CD

cos
CA

⇒ = α −22 1  

  

  

13-  OH R.cos= α2  

  HC OC OH R R.cos R( cos ) R( sin )= − = − α = − α = α22 1 2 2  

  HC R sin= α22  

  

  : داريمBHK در مثلث  -14

  :گردد با  برابر ميHKبنابراين   

    HK sin cos sin cos= β α + α β  

    HK sin( )= α + β  

  : داريمBEFبا توجه به مثلث   

  
KH BK sin( )

KH EF EF sin( )
EF BE EF

α + β
⇒ = ⇒ = ⇒ = α + β

1
2

2
�  

  :پس داريم

  EF sin( / / ) sin
+ +

= ° + ° = ° = × =
6 2 6 2

2 52 5 22 5 2 75 2
4 2

  

  : داريمAHبراي يافتن 

  AH OA OH cos sin
α

= − = − α = 21 2
2

  

  

15-    
OM MH MH

OM H ~ OM P: MH cot
MP OP sin cos

∆ ∆
= ⇒ = ⇒ = α

α α

1
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  : داريمOACدر مثلث   -16

  AC OA OC OA.OC.cos( )= + − α + β2 2 2 2  

  AC cos( )= + − α + β2 1 1 2  

  AC cos( )= − α + β2 2 2  

  AC ( cos( ))= − α + β2 2 1  

  AC ( sin )
α + β

=2 22 2
2

  

  AC sin
α + β

= 2
2

    

S  :دانيم مي  -17 sin x.cos x.sin ( ).h= ° =
1 1

9 1
2 2

�  

    h sin x.cos x h sin x= ⇒ =
1

2
2

  

sin بخواهد ماكزيمم باشد، بايدhاگر    x =2 xيعني.  باشد1
π

=2
2

x: ؛ در اين صورت
π

=
4

  

  

18-    sin x cos x (sin x cos x) sin x cos x sin x cos x+ = ⇒ + = ⇒ + + =2 2 22 2 2 2  

  sin x cos x cos x sin x⇒ = ⇒ = ± − 22 1 2 1 2  

  cos x⇒ = ± − =2 1 1 �  
  

22-  

    cos cos sinα = α − α2   الف( 22

  cos( ) cos .cos sin .sin cos( ) cos .cos sin .sin
β=α

α + β = α β − α β → α + α = α α − α α  

  cos( ) cos sin⇒ α = α − α2 22  

  sin sin .cosα = α α2   پ( 2

  sin( ) sin .cos sin cos sin( ) sin cos sin cos
β=α

α + β = α β + β α → α + α = α α + α α  

  sin sin cos⇒ α = α α2 2  

  
tan tan

tan( )
tan .tan

α − β
α − β =

+ α β1
  ج( 

  
sin( ) sin cos sin cos

tan( )
cos( ) cos cos sin sin

α − β α β − β α
α − β = =

α − β α β + α β
  

cosصورت و مخرج كسر را بر  .cosα βكنيم  تقسيم مي:  

  

sin cos sin cos

tan tancos cos cos cos

cos cos sin sin tan tan

cos cos cos cos

α β β α
−

α − βα β α β
= =

α β α β + α β+
α β α β

1
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tan

tan

tan

α
α =

− α2

2
2

1
  چ( 

  
tan tan tan

tan( )
tan tan tan

α + α α
α + α = =

− α α − α2
2

1 1

tan tan
tan( )

tan .tan

α + β
α + β =

− α β1
  

  sin sin sinα = α − α33 3 ح( 4

  sin sin( ) sin cos sin cosα = α + α = α α + α α3 2 2 2  

  ( sin cos )cos sin ( sin )= α α α + α − α22 1 2  

  sin .cos sin sin= α α + α − α2 32 2  

  sin ( sin ) sin sin= α − α + α − α2 32 1 2  

  sin sin sin sin sin sin= α − α + α − α = α − α3 3 32 2 2 3 4  

  sin(a b).sin(a b) sin a sin b+ − = −2   ر( 2

  sin(a b).sin(a b) (sin a cos b sin bcosa)(sin a cos b sin bcosa)+ − = + −  

  (sin a)(cos b) (sin b)(cos a)= −2 2 2 2  

  sin a( sin b) sin b( sin a)= − − −2 2 2 21 1  

  sin a sin a= −2 2
sin b

2
sin b sin a− +2 2

sin b
2

sin a sin b= −2 2  

  sin cos sinα + α = − α6 6 23
1 2

4
  س( 

  sin cos (sin cos ) sin cos (sin sin )α + α = α + α − α α α + β6 6 2 2 3 2 2 2 23  

  sin cos (sin cos )= − α α = − α α2 2 21 3 1 3  

  
sin sin

( )
α α

= − = −
2

22 3 2
1 3 1

2 4
  

  
tan tan

tan

tan

α − α
α =

− α

3

2

3
3

1 3
  ص( 

  

tan
tan

tan tan tan
tan tan( )

tantan .tan
.tan

tan

α
+ α

α + α − αα = α + α = =
α− α α − α

− α

2

2

2

2 13 2
21 2 1

1

  

  

  

tan tan tan

tan tantan

tan tan tan

tan

α + α − α

α − α− α= =
− α − α − α

− α

3

32

2 2 2

2

2

31

1 2 1 3

1
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  cot mx tan mx cot mx− = 2   ط( 2

  
cos mx sin mx cos mx sin mx cos mx

cot mx tan mx cot mx
sin mx cos mx sin mx.cos mx

sin mx

−
− = − = = =

2 2 2
2 2

1
2

2

  

  sin x.sin( x).sin( x) sin x− + =4 6 6 3�   ظ( �

  sin x.sin( x).sin( x) sin x(sin cosx sin xcos )(sin cosx sin xcos )− + = − +4 6 6 4 6 6 6 6� � � � � �  

  sin x( cos x sin x)( cos x sin x)= − +
3 1 3 1

4
2 2 2 2

  

  sin x( cos x sin x)= −2 23 1
4

4 4
  

  
( sin x)

sin x( sin x)
−

= − =
2

23 1 1
4

4 4
  

  
sin x

sin x( ) sin x sin x sin x
−

= = − =
2

33 4
4 3 4 3

4
  

  cos .cos .cos .cos
π π π π

=
5 7 11 1

24 24 24 24 16
  ف( 

  cos .cos .cos .cos (cos .cos ) (cos .cos )
π π π π π π π π

=
5 7 11 11 5 7

24 24 24 24 24 24 24 24
  

  (cos .sin ) (cos .sin )
π π π π

=
5 5

24 24 24 24
  

  ( sin ) ( sin ) sin .sin
π π π π

= =
1 2 1 1 1 5

2 24 2 24 4 12 12

�
  

  sin .cos ( sin ) sin ( )
π π π π

= = = = =
1 1 1 2 1 1 1 1

4 12 12 4 2 12 8 6 8 2 16
  

  

24-    
ABC AHC ABH

S S S= +  

    (AB) (AC)sin (AH) (HC) (AH) (BH)α = +
1 1 1

2 2 2
  

    sin (cos ) (sin ) (cos )(sin )
α α α α

× × × α = +
1 1 1

1 1
2 2 2 2 2 2 2

  

    sin cos sin sin sin .cos
α α α α

α = ⇒ α =
1

2
2 2 2 2 2

  
  

25-    BC AB AC (AB)(AC)cos ( )( )cos cos= + − α = + − α = − α2 2 2 2 22 1 1 2 1 1 2 2  

  :از طرفي داريم  

  BC BH HC ABsin ACsin sin sin sin BC sin
α α α α α α

= + = + = + = ⇒ =2 22 4
2 2 2 2 2 2

  

  :در نتيجه داريم  

  BC BC cos sin cos sin
α α

= ⇒ − α = ⇒ − α =2 2 2 22 2 4 1 2
2 2

    



 125  مثلثات: پاسخ فصل سوم 

 

 

 

  ي  در فاصله∆ به نامBCسپس خطي به موازات . كنيم  را رسم ميBCابتدا خط : م اين مثلثبراي رس  -26

 رسم αي خطي با زاويه) Cبه نام  (BCي دلخواه روي خط  سپس از نقطه. كنيم  واحدي آن رسم مي1

  كنيم تا  خطي رسم ميβي  با زاويهAي  ع كند و از نقطهقط Aي  كنيم تا خط موازي را در نقـطه مي

  . قطع نمايدB ي در نقطه را BCخط 

  

  

  

  
ABC

S AB.AC.sin( ( )) AB.AC.sin( )= π − α + β = α + β
1 1

2 2
  

  
AHB

cos
S AH.HB HB AHcot

sin

β
= = = β =

β

1 1 1 1

2 2 2 2
  

  
AHC

cos
S AH.HC HC AH cot

sin

α
= = = α =

α

1 1 1 1

2 2 2 2
  

  
AH

I) sin AB
AB sin

= β⇒ =
β

1
  

  
AH

II) sin AC
AC sin

= α ⇒ =
α

1
  

  
ABC AHB AHC

cos cos
S S S AB.ACsin( )

sin sin

β α
= + ⇒ α + β = +

β α

1 1 1

2 2 2
    

  
sin cos sin cos

( )( )sin( ) ( )
sin sin sin sin

α β + β α
= α + β =

α β α β

1 1 1 1

2 2
  

  sin( ) sin cos sin cos⇒ α + β = α β + β α  

  

27-    
ABC

S AC.AB (sin )(bcos )= = β α
1 1

2 2
  

    
ADB

S AD.AB (bsin )(cos )= = α β
1 1

2 2
  

    
BDC

S BD.BC bsin( )= = β − α
1 1

2 2
  

    
BDC ABC ABD

S S S bsin( ) bsin cos bsin cos= − ⇒ β − α = β α − α β
1 1 1

2 2 2
  

    sin( ) sin cos sin cosβ − α = β α − α β  
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31-    
cos (sin .cos ) ( sin cos )cos

sin .cos
cos cos

° ° ° ° ° °
° ° = =

° °

2 18 18 36 2 18 18 36
18 36

2 18 2 18
  

  
sin sin sin( ) cos

sin .cos

cos cos cos cos cos

° ° ° − ° °
° °

= = = = = =
° ° ° ° °

1 1 1 1
72 72 9 18 18

36 36 12 2 2 2
2 18 2 18 2 18 2 18 2 18 4

�

  

    

32-    
tan ax tan ax

f (x) tan ax

tan ax tan ax

= = =
− −2 2

1 2 1
2

2 21 1
  

    T
| a | | a |

π π
= =

2 2
  ي تناوب اصلي  دوره

ي تناوب را بيابيد، برابر توجه كنيد كه اگر قبل از ساده كردن دوره
| a |

π
گردد كه چون  مي

| a |

π

2
تر  كوچك 

  .كنيم است آن را انتخاب مي
  

33-    
sin x cos x

sin x sin x cos x
sin x cos x sin x cos x

+
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

2 24 4 1 5 5
2 2

5 5 2 2
  

  tan x cot x⇒ + =
5

2
  

  
tan x cot x (tan x cot x)

tan x cot x (tan x cot x) (tan x cot x)

−
+ + −

= = =
+ + − + −

2 2 2

3 3 3

25
2

2 344
125 15 653
8 2

  

  

35-    a b (a b) ab(a b)+ = + − +3 3 3 a   و   3 b (a b) ab+ = + −2 2 2 2  

    sin x cos x sin x cos x (sin x) (cos x) (sin x) (cos x)+ + + = ⇒ + + + =4 4 6 6 2 2 2 2 2 3 2 36 6

5 5
  

  [(sin x cos x) sin xcos x] [(sin x cos x) sin xcos x(sin x cos x)]⇒ + − + + − + =2 2 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 6
2 3

5
  

    sin x cos x
−

⇒ − = − =2 2 6 4
5 2

5 5
sin x cos x sin x cos x⇒ − + − =2 2 2 2 6

1 2 1 3
5

   

    ( sin x cos x) sin x⇒ = ⇒ =2 216 16
2 2

25 25
sin x cos x sin x cos x⇒ = ⇒ =2 2 2 24 16

4
25 25

  

    

36-    

x
tan y tan tan y

x
tan(y ) tan y tan y

x
tan y.tan tan y

− −
− = ⇒ = ⇒ = ⇒ − = +

+ +

1
1 1 1 4 13 3 4 1

13 4 4 4 3 31 1
3 3

  

    tan y tan y⇒ = ⇒ =
11 7 7

3 3 11
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x
tan y tan

x
tan(y )

x
tan y.tan

+ +
+ = = = = =

− − ×

7 1 32
32 163 11 3 33

7 1 263 26 131 1
3 11 3 33

  

  

37-    
tan tan

tan( ) tan
tan tan

π α + β π π
α + β = ⇒ = π + = =

− α β

5
1

4 1 4 4
  

    tan tan tan tan tan tan tan tanα + β = − α β⇒ α + β + α β =1 1  

    ( tan ) ( tan )⇒ + α + β =1 1 2    
  

39-    
( sin(x )) sin (x ) sin ( ) sin ( )

(sin x cos x)

(sin x cos x) ( sin(x )) sin (x ) sin ( ) sin ( )

π π π π π
+ + +

+
= = = = = =

π π π π π− − − −

2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

3
2

4 4 12 4 3 4 3
1

2
4 4 12 4 6 4

  

  

41-    sin x cos x (sin x cos x) sin x cos x+ = ⇒ + = ⇒ + =21 1 1
1 2

3 9 9
  

  sin x sin x
−

⇒ = − ⇒ =
1 8

2 1 2
9 9

  

  (cos x sin x) [(cos x sin x)(cos x sin x)] (cos x )− = − + = ×4 4 2 2 2 2 2 2 22 1  

  cos x sin x ( )
−

= = − = − =2 2 28 17
2 1 2 1

9 81
  

42-    
cos x sin x

tan cos x sin x sin x cos x
sin x cos x

+ π
= ⇒ + =

3
4 4

3
  

  
sin cos x sin x cos

( sin x cos x) (sin( x)) sin x

cos

π π
+

π
= ⇒ + =

π
3 3 2 2 2 2 2

3

3

  

  x k
π

= π +2
3

k® k
_

x k x x k
π π

+ = π + ⇒ = − π2 2 2
3 3

  

  
k

x k x x k x
π π π π

+ = π + π − ⇒ = π + π − ⇒ = +
2 2

2 2 3 2
3 3 3 9

  

43-  

  
x k ( x)

sin x sin x sin x sin( x)

x k ( x)

= π + −
= − ⇒ = − ⇒ 

= π + π − −

2 3
3 3

2 3
  ب( 

  

k
x k x

x k x x k

x k k

π 
= π⇒ = 

 
⇒ = π + π + ⇒ − = π + π 

 π π
⇒ = − π − = π − 

 

4 2
2

2 3 2 2

2 2

  

  
kπ

=
2

  ⇒ جواب 
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  cos x cos x cos x cos( x) x k ( x)= − ⇒ = π − ⇒ = π ± π −3 3 2   ت( 3

  

k
k x

x k x x

x k ( x)
x k x k

π π
π π = + = π + π − ⇒ = +  

⇒ ⇒  
= π − π − ⇒ π  − = π − π = − π + 

2 3 2 4
2 4

2 3
2 2

2

    

  tan x cot x tan x tan( x) x k ( x) x k
π π π

= ⇒ = − ⇒ = π + − ⇒ = π +4 4 4 5
2 2 2

  ج( 

  
k

x
π π

⇒ = +
5 1�

  

  
sin x cos x

sin x cos x sin x cos x

cos x cos x

π − π
π + π = ⇒ π = − π ⇒ =

π π

3 3
3 3 3 3

3 3
  خ( �

  tan x x k x k
π

⇒ π = − ⇒ π = π − ⇒ = −3 1
1

4 4
  

  
sin x sin x cos x sin x

sin x tan x sin x
cos x cos x

−
− = ⇒ − = ⇒ =

2
2 2� �   د( �

  

sin x x k

x k
sin x( cos x )

cos x

x k

= ⇒ = π
 π
 = π +⇒ − = ⇒  = ⇒  π = π −



2
2 1 1 3

2
2

3

�

�    

  sin x cos x sin x sin x cos x cos x sin x+ − − = ⇒ − − + =2 3 2 3 2 2 3 3�   ذ( �

  cos x (sin x ) (sin x )⇒ − − − =2 1 3 1 �  

  (sin x )( cos x )⇒ − − =1 2 3 �  

  

sin x x k

cos x x k

π
= ⇒ = π +

⇒ 
π = ⇒ = π ±



1 2
2

3
2

2 6

  

  cos x(sin x cos x) sin x cos x cos x sin x cos x+ = ⇒ + = ⇒ = −2 22 1 2 2 1 2 1   ژ( 2

  
sin x cos x

sin x cos x tan x
cos x cos x

−
⇒ = − ⇒ = ⇒ = −

2 2
2 2 2 1

2 2
  

  
k

x k x
π π π

⇒ = π − ⇒ = −2
4 2 8

  

  cos x.cos x sin x.sin x cos( x x) cos x+ = ⇒ − = ⇒ =
3 3 3

4 4 4 3
2 2 2

  س( 

  
k

x k x
π π π

⇒ = π ± ⇒ = ±
2

3 2
6 3 18
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  sin x cos x sin x cos x cos x cos x(sin x )= ⇒ − = ⇒ − =2 2 2 2 0 2 1   ص( 0

  
cos x x k

x k

sin x x k

π 
= ⇒ = π +  π 

⇒ → = π + 
π = ⇒ = π +

  

0
2

2
1 2

2

    

  
x x x x

sin cos x sin ( sin ) sin+ = ⇒ + − = ⇒ + =2 2 2 23 2 3 1 2 2 1
2 2 2 2

  ض( 

  x k→ = π + π2

x x
x ksin k

x x
sin k x k

π = π+π = ⇒ = π+  
⇒ ⇒  

π  = − ⇒ = π− = π−π 

41 2
2 2 2

1 2 4
2 2 2

  

    

  
sin x sin x sin x.cos x k

cos x x k x
sin x sin x

− π
= ⇒ = ⇒ = ⇒ = π⇒ =

7 2 3 4
2 2 4 1 4 2

3 3 2
  ظ( 

sinولي بايد توجه داشته باشد كه x ≠3   :پس.  باشد�
k

x k x
π

≠ π⇒ ≠3
3

  

  :گردد از در نتيجه، جواب نهايي عبارت مي

   

k
x

k k
{x } {x } k

k
x

π 
= ⇔ 

π π π
= − = = π +

π
= ⇔ 



2

2 3 2

3

  

  

  sin(x ) cos(x ) (x ) (x ) (x ) (x )
π π π π π π π π

− + − = ⇒ − − − = ⇒ − = + −
5 5 5

2 3 5
8 8 8 8 2 8 2 8

  غ( 

  sin(x ) sin( (x ))
π π π

⇒ − = + −
5

8 2 8
  

  sin(x ) cos(x )
π π

⇒ − = −
5

8 8
  

  sin(x ) sin(x ) sin(x )
π π π

⇒ − + − = ⇒ − =2 3 5 5 5
8 8 8

  

  sin(x ) x k
π π π

⇒ − = ⇒ − = π +1 2
8 8 2

  

  x k
π π

⇒ = π + +2
2 8

  

  
tan x( tan x) tan x tan x

. (sin x)(cos x) sin x

( tan x) tan x tan x

− −
= ⇒ = = =

+ + +

2 2

2 2 2 2

1 1 1 2 1 1 1 1
2 2 4

8 2 2 4 81 1 1
  ف( 

  

k
x k x

sin x
k

x k x

π π π 
= π + = +  

⇒ = ⇒ ⇒ 
π π π = π + π − = +

  

4 2
1 6 2 244

52
4 2

6 2 24

  

 خلاصه

 خلاصه
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  cos x sin x cos x− =23 3   ك( 3

cosطرفين را بر x
  :كنيم  تقسيم مي2

  
cos x sin x cos x

tan x ( tan x)

cos x cos x cos x

− = ⇒ − = +
2

2
2 2 2

3 3
3 3 3 3 1  

  tan x tan x⇒ + =23 3 0  

  

tan x x k

x ktan x

= = π
 

⇒ ⇒ π 
= π −= − 

3

63

�

  

  (sin x cos x) sin x+ − =2 2   ل( 1

sin)دانيم مي x cos x) sin x+ = +2 1 sin بنابراين اگر2 x cos x y+   : داريم، در نظر بگيريم=

  
y sin x cos x

y (y ) y y
y sin x cos x

= + = 
− − = ⇒ − = ⇒ ⇒ 

= + = 

2 22 1 1 2
2 2

� �
�  

  
sin x cos x tan x x k

sin(x ) sin(x )
x k

π
= − = − = π −    

⇒ ⇒ ⇒π π  
π π+ = + =   + = π +  

1
4

2 2 1
24 4

4 2

  

  
x k

x k

π
= π −

⇒ 
π = π +



4

2
4

  

sin: يادآوري a sin b sin(a b)sin(a b)− = + −2   و(  2

  sin x sin x sin x sin x sin x sin x+ = ⇒ = −2 2 2 2 2 22 3 3 2   

  sin x sin( x x)sin( x x)⇒ = + −2 3 2 3 2  

  sin x sin x sin x⇒ =2 5  

  

sin x x k

k
x k x x

sin x sin x

x ( k ) x x ( k )

= ⇒ = π
 π
 = π + ⇒ =⇒ 

= ⇒  π = + π − ⇒ = +


5 2
25

5 2 1 2 1
6

�

  

  
k

{ ,( k ) }
π π

= +2 1
2 6

  ⇒ها   جواب

  sin x cos x cos x ( sin x cos x ) ( cos x )− = ⇒ − =
3 3 3 32 2 2 2 3 33 32 2 2   ي( 2

  ( sin x cos x ) cos x− =
3 32 2 2 2(sin x cos x) sin x cos x⇒ − −

3 32 2 2 23  
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  sin xcos x ( sin x cos x ) cos x sin x ( cos x ) cos x⇒− − = ⇒− =
3 32 2 2 2 2 33 3

1
3 3 2 2 2 2 2

4
  

  sin x cos x cos x cos x sin x cos x⇒ − = ⇒ + =2 3 3 22 1
2 2 2 2 2 2

4 2
�  

  
k

cos x(cos x sin x) cos x x k x
π π π

⇒ + = ⇒ = ⇒ = π + ⇒ = +2 21
2 2 2 2 2

2 2 2 4
� �  

  

44-  

  (cos x sin x) cos x sin x (cos x sin x) cos x sin x cos x− = + − ⇒ − = −23 1 2 2 3 2   الف( 2

  (cos x sin x) cos x(cos x sin x) (cos x sin x)( cos x)⇒ − = − ⇒ − − =3 2 3 2 0  

  
cos x sin x tan x x k

cos x cos x

π
− = ⇒ = ⇒ = π +

⇒ 
 = ⇒ =


1
4

3
2 3

2

�

  

  tan x sin x sin x+ =5 2 10 5   پ( 5

  
sin x sin x

sin x cos x sin x ( cos x cos x)
cos x cos x

+ = ⇒ + − =25 5
4 5 5 5 5 1 4 5 5 5 0

5 5
    

  

k
sin x x k x

k
x

k
cos x x k x

cos x x k Arccos

k
x Arccos

 π 
= ⇒ = π⇒ =  π

⇒ = 
π = ⇒ = π⇒ =
 

⇒


= ⇒ = π±


π
⇒ = ±

5 5
5
2 5

5 1 5 2
5

1 1
5 5 2

4 4
2 1 1

5 5 4

�

  

cosولي بايد بدانيم x ≠5 x پس0 k
π

≠ π +5
2

 و
k

x
π π

≠ +
5 1�

  

  
tan x

tan x tan(x ) tan x
tan x

π +
+ + = − ⇒ + = −

−

1
2 2

4 1
  ث( 

  tan x tan x tan x tan x⇒ − + + = − +2 1 2 2  

  
tan x x k

tan x

tan x x k

π
= ⇒ = π +

⇒ − = ⇒ 
π = − ⇒ = π −



2
3

33

3
3

�  

  sin x sin x sin x (sin x sin x) sin x sin x cos x sin x+ + = ⇒ + + = ⇒ + =2 3 3 2 2 2 2� �   ج( �

  

k
sin x x k x

sin x( cosx )

cosx x k

π
= ⇒ = π⇒ =

⇒ + = ⇒
π = − ⇒ = π ±



2 2
22 2 1

1 2
2

2 3

�

�  

 .ق. ق. غ



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه  132 

 

 

 

  cos x cos x cos x cos x sin xsin x sin xsin x− + − = ⇒ − − =9 7 3 2 8 2 2�   ح( �

  sin x(sin x sin x)⇒ − + =2 8 2 �  

  sin x sin x cos x⇒ − =4 5 3 �  

  

sin x x k

k
x

k
sin x x

cos x x ( k ) x ( k )

 = ⇒ = π 
π 

⇒ = π = ⇒ = ⇒  


π π = ⇒ = + ⇒ = +


55
5

3 3 2 1 2 1
2 6

�

�

�

  

  

k
x

x ( k )

π
=

⇒ 
π = +



5

2 1
6

  

  
x

sin x sin x sin x cot+ + =
1

2 3
2 2

  خ( 

ي پاسخ سوال  و با توجه به نكته دهند ي حسابي مي  تشكيل دنبالهx3و  x ، x2هاي  كه كمان با توجه به اين

طرفين معادله را در 50
x

sin ≠2 0
2

  :  داريم وكنيم  ضرب مي

  
x x x x

sin sin x sin sin x sin sin x cos+ + =2 2 2 2 3
2 2 2 2

  

  
x

cos
2

x
cos−

3

2

x
cos+

3

2

x
cos−

5

2

x
cos+

5

2

x x
cos cos− =

7

2 2

x
cos⇒ =

7

2
�  

  

x
( k ) x ( k )

π π
⇒ = + ⇒ = +

7
2 1 2 1

2 2 7  

  
tan x tan x

tan x.tan x tan x tan x tan x( ) tan x

tan x tan x

= + ⇒ = +
− −2 2

2 2
2 2

1 1
  ذ( 

  tan x tan x tan x tan x⇒ = − +2 32 2  

  tan x tan x tan x⇒ + − =3 22 3 �  

  tan x(tan x tan x )⇒ + − =2 2 3 �  

  
tan x x k

tan x

tan x x k Arc tan( )

= ⇒ = π


⇒ =
 = − ⇒ = π + −

1

3 3

�

  

  sin x cos x sin x sin x sin x sin x (cos x sin x)+ = + ⇒ − + − =2 2 2 27 2 2 7 2 2   ر( �

  sin x cos x cos x⇒ + =2 3 4 4 �  
  cos x( sin x )⇒ + =4 2 3 1 �  

  

cos x x ( k ) x ( k )

x k x k

sin x

x k x k

π π
= ⇒ = + ⇒ = +


 π π π

⇒ = π − ⇒ = −  = − ⇒
π π π  = π + ⇒ = +

 

4 4 2 1 2 1
2 8

3 2 2
1 6 3 183
2

3 2 7 2 7
6 3 18

�

  

 .ق. ق. غ
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45-  

  
sin x sin x cos x (sin x sin x) cos x sin x cos( x) cos x

cos x cos x sin x (cos x cos x) sin x sin( x)sin( x) sin x

+ − + − − −
= =

− − − − − − −

3 3 2 2

3 3 2 2
  پ( 

  
cos x(sin x )

cot x
sin x( sin x )

−
= =

−

2 1

2 2 1
    

  
sin a sin a cosa (sin a sin a) cosa sin a cos( a) cosa

( sin a)(sin a cosa) (sin a cosa)

+ + + + − +
= =

++ +2 2

3 2 3 2 2 2 2

1 2
  ت( 

  
cosa( sin a )

cosa
( sin a)

+
= =

+

2 2 2 1
2

1 2
  

  
sin sin sin( )cos sin cos

sin

sin( )sin( ) [cos cos ] cos

α − α − α α − α α
= = = α

π π π
+ α α − − α − − α

7 2 3 4 2 3 4
4 3

1 1
2 2 4 4

4 4 2 2 2

  ج( 

  
sin sin

cos (tan tan ) cos ( )
cos cos

° °
° ° + ° = ° +

° °

7 1
5 7 1 5

7 1

� �
� � � �

� �
  ح( 

  
sin cos sin cos

cos
cos cos

° ° + ° °
= °

° °

7 1 1 7
5

7 1

� � � �
�

� �
  

  
sin

cos
°

= °
8

5
�

�
cos cos° °7 1� �

cos

cos

°
=

°

5

7

�

�
  

  
sin sin cos

cos
sin sin

° ° °
= = = °

° °

4 2 2 2
2 2

2 2

� � �
�

� �
  

  
(cos )

(cos cos ) ( cos cos )
cos

cos cos cos cos

° +
° + ° ° °

+ = = = = °
° ° ° °

1
2 2

1 2 2 6 2 2 4 2022 4 4
2 2 2 2

�
� � �

�
� � � �

  د( 

  
sin sin

(cos cos ) (tan cot ) ( sin( )sin ) ( )
cos cos

° °
° − ° ° − ° = − − ° ° +

° °

7 1
1 7 7 1 2 3 4

7 1

� �
� � � � � � �

� �
  ذ( 

  
sin cos sin cos

sin
cos cos

° °+ ° °
= × × °×

° °

1 7 1 1 7
2 4

2 1 7

� � � �
�

� �
  

  
sin

sin
°

= °
8

4
�

�
cos °1�

sin sin

cos sincos

° °
= =

° °°

4 4

7 27

� �

� ��
  

  
sin cos

cos
sin

° °
= = °

°

2 2 2
2 2

2

� �
�

�
  

  

46-    
sin( ) sin

(tan tan )sin sin tan
cos cos cos

° + ° °
° + ° ° = ° = °

° ° °

2 35 55
35 2 2 2 2

35 2 35

�
� � � �

�
  

    
cos

tan tan
cos

°
= ° = °

°

35
2 2

35
� �  

  

47-    (sin sin ) (sin sin ) sin cos sin cos° + ° − ° + ° = ° ° − ° °47 61 11 25 2 54 7 2 18 7  

  cos (sin sin ) cos sin cos= ° ° − ° = ° ° °2 7 54 18 4 7 18 36  

  
sin cos cos

cos ( )
cos

° ° °
= °

°

2 18 18 36
2 7

18
  

  
cos sin cos cos sin

coa

° ° ° ° °
= =

°

2 7 36 36 7 72

18 cos °18
cos= °7  
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49-    
a b a b

sin a sin b sin cos
+ −

+ = 2
2 2

  

  
a b a b

cosa cosb cos cos
+ −

+ = 2
2 2

  

  tan a cot a
sin a

+ =
2

2
  

  
cos x cos x sin x cos x

cot x tan x
sin x cos x cos x cos x sin x

+ = + =
2 3 2 2 3 2 2

3 3
2 3 2 2 3 2 6

  

  
x

x
sin x

sin

= ⇒ = =
π

2 2
4

36 6

6

  

sin تساوي را درپسمت چ  -50
π

2
14

  .كنيم  ضرب و تقيسم كرده، صورت را به جمع تبديل مي

  
sin sin sin sin sin sin

sin

π π π π π π
+ +

=
π

2 3
2 2 2

14 7 14 7 14 7

2
14

   سمت چپ

    
cos cos

π π
−

=

3

14 14
cos

π
+

3

14
cos

π
−

5

14
cos

π
+

5

14
cos

π
−

7

14
cos

cot

sin sin

π
π

= =
π π

114
2 142 2

14 14

  

  

  :نكته  

ها تشكيل تصاعد  هاي آن ها كه كمان ها، يا كسينوس ي مجموع سينوس براي محاسبه

دهند يك راه حل، ضرب و تقسيم مجموع در dحسابي با قدر نسبت 
d

sin2
2

 و تبديل 

اه تمرين كماناين به عنوان مثال در . جمع است صورت به حاصل
π

7
، 

π2

7
 و

π3

7
 

dيعني. ندهست
π

=
7

 ، پس ما مجموع را در  
d

sin sin
π

=2 2
2 14

 ضرب و تقسيم 

 خواهيم مجموع فرض كنيد مي. كنيم حال يك مثال ديگر حل مي. كرديم

cos cos cos A
π π π

+ + =
2 4 6

7 7 7
ها تشكيل تصاعد حسابي  كمان.  را محاسبه كنيم

dبا 
π

=
2

7
sinدهند، پس مجموع را در  مي

π
2

7
  .كنيم  ضرب و تقسيم مي

  
sin cos sin cos sin cos

A

sin

π π π π π π
+ +

=
π

2 4 6
2 2 2

7 7 7 7 7 7

2
7

   

  
sin

π

=

3

7
sin sin

π π
− +

5

7 7
sin

π
−

3

7
sin

π
+

7

7
sin

π
−

5

7
sin

sin

π
−

=
π

7

2
7

sin
π

2
7

= −
1

2
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55-    

x x
tan ( tan )

a sin x bcos x c a b c
x x

tan tan

−
+ = ⇒ + =

+ +

2

2 2

2 1
2 2

1 1
2 2

  

  
x x x

a tan b b tan c c tan⇒ + − = +2 22
2 2 2

  

  
x x

(c b) tan a tan (c b)⇒ + − + − =2 2
2 2

�  

∆ پساگر اين معادله يك ريشه دارد، =   . است�

  ( a) (c b)(c b) a (c b ) a b c− − + − = ⇒ − − = ⇒ + =2 2 2 2 2 2 22 4 4 4� �  
  

57-      f (x) sin x sin x= − +3 2  
  

  

  :نكته  

  

  .يابيم مع مي را بعد از تبديل به جcos و sinي تناوب عبارات ضرب  دوره
  

  

  f (x) [cos x cos( x)] [cos x cos x]= − − − = − −
1 1

4 2 4 2
2 2

   

  
T

T

T

π π
= = π

⇒ = = = π
π = = π



1

2

2

4 2
2 1

2

  

  

59-    
tan( ) tan( )

tan tan(( ) ( ))
tan( ) tan( )

+
α + β + α − β

α = α + β + α − β = = = =
− α + β α − β − ×

1 1 5

2 3 62 1
1 1 51 1
2 3 6

  

  

60-    
(sin( ) ) ( sin cos ) sin cos

cos cos
[cos( ) cos( )] [cos( ) ]

π π π π
α + β − α + β + α + β − α + β +

α + β −
= =

α β α + β + α − β α + β +

1 6 6 6 62 2 2 4
2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2

  

  

  
sin cos sin

[ cos cos ] cos

π π π
α + β − α + β + α + β −

= =
π π π

α + β + α + β − α + β −

6 6 64 4
2 2 2

1 6 6 62
2 2 2 2

  

  

  
( )

tan tan tan

π π π
α + β − β + + β −

= = = β6 6 64 4 4
2 2

  
  

 كل

  ها صورت. م. م. ك

 ها مخرج. م. م. ب
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64-    [sin(ax bx) sin(ax bx)+ + −
1

2
] [sin(cx dx) sin(cx dx)= + + −

1

2
]  

c: پس. اند  جملات متوالي يك تصاعد عدديd و a ، b ، cكه  با توجه به اين   d a b− = −  

  sin(ax bx) sin(cx dx)+ = +  
  

  

k
x(a b)x k (c d)x (a c b d)x k a c b d

(a b c d)x k k(a b)x k (c d)x
x

a b c d

π
=+ = π + + − + − = π  − + −⇒ ⇒ 

+ + + = π + π π + π+ = π + π − +   =
 + + +

2
2 2

2 22
  

  

67-    x sin x cos x+ = �  

  xsin x cos x= −  

  x cot x= −    
  .شه داردشمار ري اين معادله بي

  

69-    | x |sin x =2 1  

  sin x | |
x

=
1

2  

  .شمار ريشه دارد اين معادله بي
  

  

70-    
cos sin x cos x sin

y cot sin x cos x

sin

π π
−

π
= − =

π
6 6

6

6

  

  
sin(x )

y sin(x )

π
−

π
= = = −6 2

1 6

2

  

]ي  در بازهاين معادله  , ]π2يك ريشه دارد� .  
  

  

�  :داريمبا توجه به شكل   -71
AH AB CB< <  

  sin x sin x tan x
−< <1  

  
  

72-    

  
y y

f (x) sin x y sin x sin x x sin ( )
−− −

= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ = 11 1
2 1 2 1

2 2
  الف( 

  
x

y sin ( )
− −

⇒ = 1 1

2
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sin x sin x

f (x) y ysin x y sin x ( y )sin x y
sin x sin x

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − =
− −

2 2 1
2 1 2 1

  ب( 

  
y y

sin x x sin ( )
y y

−⇒ = ⇒ =
− −

1

2 1 2 1
  

  
x

y sin ( )
x

−⇒ =
−

1

2 1
  

  

73-  

  sin a cos a ( a )
− − π

+ = < <1 1 1
2

  الف( �

α:توان گفت با توجه به تساوي در مثلث مي   = β   

  :از طرفي داريم  

  cos a sin a ( ) ( )
− − π π π

+ = α + − β = α + − α =1 1

2 2 2
  

  
  cos ( x)

−α = β⇒ − = π − β = π − α1 )پ  

  cos ( x) cos x
− −− = π −1 1  

  

  

  

  

  sin(cos x) cos(sin x) x
− −= = −1 1   ث( 21

  A sin(cos x) x x
−= = − = −1 2 2 21 1  

cos(sinاستدلال برايهمين  x) x
− = −1    .توان استفاده نمود  نيز مي21

  

  

  

  

  : داريم،كنيد طور كه در شكل مشاهده مي همان  -74

  sin (cos x) x
− π

= −1

2
  

  

cosو همين استدلال را در مورد (sin x) x
− π

= −1

2
  .كار برد توان به  نيز مي
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76-    
x y

tan tan x tan y
xy

− − −

α β

−
= −

+

1 1 1

1 ��� ���
  

  
tan x tan x tan tan x y

tan( ) tan( )
tan tan xytan y tan y

−

−

= α ⇒ α = α − β −
⇒ α − β = ⇒ α − β =

+ α β += β⇒ β = 

1

1 1 1
  

  
x y x y

tan tan tan x tan y
xy xy

− − − −− −
⇒ = α − β⇒ = −

+ +

1 1 1 1

1 1
  

  

77-    cos t
cos ( t ) sin (t) cos cos

sin t

− −

α β

 α = −− = ⇒ ⇒ α = β⇒ α = β
β =

2
1 2 1 1 21 2 2 2 2

������� �����
  

  

79-  

  tan( tan ( )) tan( tan ( ))
− −

α

π π
− = −1 13 3 3 3

4 2 4 2�����
  الف( 

  
tan tan

tan( )

tan tan

π
− α

π
− α =

π
+ α

3
3 4

34 1
4

  

  
( )( )

− − −
= = =

+ − −

3 5
1

2 2 5
3 1

1 1
2 2

  

  
tan tan

tan ( ) tan ( ) tan ( ) tan ( ) tan( )
tan tan

− − − −

α β

α + β
+ = + = α + β⇒ α + β =

− α β

1 1 1 11 1 1 1

2 3 2 3 1����� �����
  ب( 

  tan( )

+
π

= = = α + β = ⇒ α + β =

− ×

1 1 5

2 3 6 1
1 1 5 41
2 3 6

  

  
tan tan

tan tan

−

−


α = ⇒ α =

β = ⇒ β =


1

1

1 1

2 2
1 1

3 3

  

  sin(cos ( )) sin( cos ( )) sin(cos ( )) sin cos ( )
− − −

α

− = π − − = = α = − α = − =
�����

1 1 1 2 23 3 3 3 4
1 1

5 5 5 5 5
  ت( 

    cos ( ) cos
−α = ⇒ α =1 3 3

5 5
  

t sin t t⇒ − = − β⇒ − = −2 2 2 21 2 1 2 1 2 1 2
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cos

cos( cos ( )) cos( cos ( )) cos( )
− −

α

+
+ α

= = α = = =1 1

1
1

1 1 1 1 1 1 111
2 1 2 1 2 2 2 2

�

� � ������
  ح( 

  cos ( ) cos
−= = α ⇒ α =1 1 1

1 1� �
  

  

   )الف  -81
Rad

x xr
r= × π =

π

2
2

2 2
= مساحت دايره    OAB  مساحت ×

   r .r .sin x r sin x= = 21 1

2 2
 OAB مساحت مثلث 

  
xr

r sin x r (x sin x)= − = −
2

2 21 1

2 2 2
  مساحت قطاع 

AB  )ب   OA OB OA.OBcos x AB r r r cos x= + − ⇒ = + −2 2 2 2 2 2 22 2  

  
x

AB r r cosx r ( cosx) r ( sin )⇒ = − = − =2 2 2 2 2 22 2 2 1 2 2
2

  

  
x x

AB r sin AB rsin⇒ = ⇒ =2 2 24 2
2 2

  

    )ت  
x AB x x AB AB

AB rsin sin sin x sin
r r r

− −= ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 12 2
2 2 2 2 2 2

  

  

)ارتفاع( )الف  -82 sin x− ×
1

2
V مساحت دايره×ارتفاع( (= ×  

  
x

V ( r ) ( sin x) (x sin x)= × π × − = −
π

2 3 3
3

2 2 2
  

):با توجه به دايره داريم h )≤ <1�  

  
x

HC OC OH h cos= − ⇒ = −1
2

  

  
x x x

h cos cos h cos ( h)
−= − ⇒ = − ⇒ = −11 1 1

2 2 2
  

  x cos ( h)
−⇒ = −12 1  

V  : داريمVي   در رابطهxبنابراين با جايگذاري      ( cos ( h) sin( cos ( h))
− −= − − −1 13

2 1 2 1
2

  

    :روش اول محاسبه  )ب  

  AB sin(cos ( h))
−⇒ = −12 1

x cos ( h)
AB ( cosx) AB sin AB sin

− −
= − ⇒ = ⇒ =

1
2 2 1

2 1 2 2
2 2

  

    

  S AB d sin(cos ( h)) sin(cos ( h)) ( h)
− −= × = − × = − = − −1 1 22 1 3 6 1 6 1 1  

  :روش دوم محاسبه    

AB  : داريمOHBدر مثلث      HB OB OH ( HC) ( h)= = − = − − = − −2 2 2 2 22 2 2 1 1 2 1 1  

  كمان

 محيط

  كمان

 محيط
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  چهارمفصل                                                   

   توابع پيوستگيو  حـد                          

  
  

  د راست و چپـد ، حـمفهوم ح  
  

fجدول زير را كامل كنيد و نشان دهيد تابع   -1 (x) در x ي است كه مقدار آن را به  داراي حد معين1=

    .آوريد دست مي
  

x

lim f (x)
→1

  تابع  جدول  

  
  

  
f (x) x= +1  

  
  

  
x

f (x)
x

−
=

−

2 1

1
  

  

fبا رسم نمودار   -2   (x) وجود حد تابع را در x   . بررسي كنيد1=

     
x x

f (x)
x x

− >
= 

− <

2 1 1

2 1
  

  

fبا رسم نمودار   -3   (x) وجود حد تابع را در ،x =     .  بررسي كنيد2

    f (x) [x] [ x]= + −  

  .)به معني جزء صحيح است[   ] علامت (    

  
  

fبا توجه به نمودار   -4   (x)) شده را به دست آوريد مقادير خواسته) رو مطابق شكل روبه.  

 )الف    
x

lim f (x)
+→1

  

  )ب    
x

lim f (x)
−→−1

  

  )پ    
x

lim f (x)
→�

  

f  )ت     ( )
1

2
  

x

y

x

y
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fاگر نمودار   -5   (x)د يا عدم وجود حدهاي زير را بررسي كنيدوجورو باشد،   شكل روبه.  

 )الف    
x

lim f (x)
+→1

  

  )ب    
x

lim f (x)
→�

  

  
fنمودار تابع   -6   (x) ي دامنه را با[ ],−2   .توجه به همه شرايط زير رسم كنيد و با 2

  )الف
x

lim f (x)
→−

=
1

f) ب  1 ( )− =1 f) پ  2 ( )− =2 �  

f  )ت ( ) =� ) ث  �
x

lim f (x)
+→

=
1

) ج  1
x

lim f (x)
−→

=
1

�    

f  )چ ( ) =2 ) ح  �
x

lim f (x)
+→

=
�

) خ  �
x

lim f (x)
−→

=
�

�  

xحد توابع زير را در  -7   =   . در صورت موجود بودن محاسبه كنيد�

f  )الف (x) x=  ب (g(x) x= h(x)) پ  − x x= + −  

xآيا توابع زير در   -8 *   باشند؟  داراي حد مي1=

  )الف
x

f (x)
[x ]

−
=

−

1

1
) ب *  

[x ]
g(x)

x

−
=

−

1

1
  

  .كدام مورد زير درست است؟ علت آن را توضيح دهيد  -9  

fاگر حد چپ و حد راست تابع   )الف (x) در x a=موجود باشد، تابع در اين نقطه داراي حد است .  

fاگر حد چپ تابع   )ب (x) در x a= تواند  ، حد در اين نقطه مي)باشدنموجود ( موجود و حد راست آن

  .وجود داشته باشد

f حد راست تابع  فقطاگر  )پ (x) حد تابع باشد در يك نقطه معين موجود ،f (x)نقطه موجود  در اين 

  .است

fوجود حد تابع   -10   (x) [x ]= x را در 1+ =   . بررسي كنيد2

 به سمت Bي يك كيلومتري يك تقاطع قائم پارك شده و اتومبيل   در فاصلهA اتومبيل زير شكلمطابق   -11  

 را با توجه به شرايط AB اين دو اتومبيل يعني ي فاصله.  و از سمت راست آن در حركت استOي  نقطه

  .زير محاسبه كنيد

  )الف
OB

lim (AB)

→2 2
) ب  

OB

lim (AB)
+→�

  

  

  

fبا توجه به نمودار تابع   -12   (x) در شكل مقابل، مقدار 
x

lim (fof )(x)
+→�

 

  .را به دست آوريد
  
  
  
  

fگر  ا -13 (x) sin
x

π
 فرض شود، حاصل =

x

lim f (x)
→�

  . را به دست آوريد

O B

A
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  حـد و همسايگي  
  

  شود؟  محسوب مي1قيقي عدد حمتقارن هاي زير يك همسايگي  يك از بازه كدام  -14  

)  )الف , )1 )) ب  3 , )2�  

  باشد؟  مي3هاي زير همسايگي متقارن عدد  يك از بازه كدام  -15  

)  )الف , )−3 )) ب  3 , )6�  

−xي نشان دهيد نامساو  -16 * < <4   . است5 با شعاع همسايگي 1 همسايگي متقارن عدد 6

  رود؟  به شمار مي1هاي زير همسايگي متقارن محذوف عدد حقيقي  يك از مجموعه كدام  -17  

)  )الف , ) ( , )−1 2 1 3∪  

x}) ب | }
| x |

>
−

1 1

1 2
  

x}) پ | ( | x | )( | x | ) }− − + <1 1 1 �  

  ي صفر است؟  كدام تابع زير همسايگي متقارن محذوف نقطهي دامنه  -18 *

f  )الف (x) x= − ) ب  23
x

g(x)
| x |

−
=

24
  

xيك از توابع زير فقط در همسايگي راست  كدام  -19     ه است؟ تعريف شد1=

f  )الف (x)
x

=
−

1

1
g(x)) ب   x= − ) پ  21

x
h(x)

x

−
=

−

1

2
  

aنامساوي   -20   x b< | را به صورت همسايگي متقارن > x |− α < δنويسيم  مي.α و δرا مشخص كنيد .  

| به صورتδ و شعاع همسايگيaي  اگر همسايگي نقطه  -21 * x |+ <2 1   . را به دست آوريدδ و aاشد، ب3

)ف متقارن به صورت در يك همسايگي محذو  -22   a , a ) { }− + −3 7 5    شعاع همسايگي كدام است؟3

  )89 –سراسري (  

  4) ت  3) پ  2) ب  1  )الف

fنمودار تابعي مانند  زير موارددر هر يك از   -23   (x)هاي زير رسم كنيد  را با توجه به ويژگي.  

xحد راست آن در   )الف x ولي در خود  برابر صفر است1=   . تعريف نشده است1=

xتابع در   )ب x تعريف شده است، اما در هيچ همسايگي 1=   . تعريف نشده است1=

|ي جواب نامعادله  -24 * x | x x+ < − +3 28 2  همسايگي محذوف يا همسايگي محذوف ورت را چگونه به ص4

  .توان نوشت؟ مركز و شعاع همسايگي را به دست آوريد متقارن مي

a)اگر   -25   b , b) (a , a )− +   قدر است؟  چهb و a معادل يك همسايگي محذوف متقارن باشد، ∪3
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fتابع  -26   (x) x x= −3  در  فقطاين تـابع در كدام نقطه. گيريم مي را در نظر 2

   تعريف شده است؟  همسايگي راست آن نقطه

    f (x)  ؟ آن نقطه حد ندارددر كدام نقطه تعريف شده است، اما در  

fا با نمودارآيا محاسبات شم     (x)رو است، مطابقت دارد؟  كه شكل روبه  
  

 r و شعاع a ، يك همسايگي محذوف متقارن به مركز 2 و 1اگر اجتماع دو همسايگي متقارن به مركز   -27 *

aباشد، حاصل  r+را مشخص كنيد .  

  

  

  ي خط مماس شيب خط مماس و معادله  
  

xي  در نقطهfبر منحنيشيب خط مماس   -28 * a=قدر است؟  چه  

  

  

  
  ي حـد توابع قضاياي حد و محاسبه  

  

fاگر نمودارهاي دو تابع   -29   (x) و g(x)حاصل حدهاي رو باشد،  به صورت روبه 

  .زير را بيابيد

  )الف
x

lim (f g)(x)
→

+
1

) ب  
x

lim (f g)(x)
→

×
�

  

  )پ
x

g
lim ( )(x)

f+→−1
) ت  

x

f
lim ( )(x)

g−→2
  

  

  .حاصل حدهاي زير را به دست آوريد  -30  

    
x

lim x sin(x )
→

π
+ =

3�
  الف( 

    
x

cos x
lim

sin xπ
→−

+
=

+
6

3 3

1
  * ب( 

  .حاصل حدهاي زير را به دست آوريد  -31  

    
x

lim x
+→

− =4

3
  الف( 3

    
x

lim sin x
π

→

− =

2

   *ب( 1

x

y

f(x)

f(a)

a a+Dx

A

B

C

f(a+Dx)



 145  حد و پيوستگي تابع: م چهارفصل 

 

 

  .در صورت وجود، حاصل حدهاي زير را به دست آوريد  -32  

    

x

x

x

lim

−

+

→
=

2

1

2
  الف( 3

    x

x

lim
+→

=

1

2
�

  ب( 

xاگر   -33   x x
f (x)

ax x

 + ≥
= 

+ <

2 3 1

2 1
 ، aزير برقرار باشدي   را طوري محاسبه كنيد كه رابطه.  

  
x x

lim f (x) lim f (x)
+ −→ →

− =
1 1

2 4  

در تابع      -34 *
x

f (x)
x

− ∈
= 

∈ −

3

3
 حاصل  ،

x x ( )

lim f (x) lim f (x)
+ −→ →

+
1

4
�

  است؟قدر  چه

مقدار   -35  
x

sin x
lim

cos x+→π

+

+

1

1
  . را به دست آوريد

xي  در نقطهfاگر تابع  -36 * = داشته باشد و حد �
x

f (x)
lim

f (x)→

+
=

−

1
2

3 2�
گاه  ، آن

x

lim f (x)
→�

 برابر چه عددي 

  است؟

yابع اگر نمودار ت  -37   f (x)= باشد، حاصلرو روبه شكل  

x

lim (f (x ) f ( x ))

→
− + −2 2

3
3   . را به دست آوريد3

  

  

f تابع ود  -38   (x)و g(x)در همسايگي x a=اند كه اي تعريف شده  به گونه fدر x a= داراي حد است اما 

g در x a=در توابع زير وجود يا عدم وجود حد را در.  حد نداردx a=بررسي كنيد .  

    h(x) f (x) g(x)=   الف( ±

    s(x) f (x)g(x)= )ب  

    
f (x)

t(x)
g(x)

  پ( =

    
g(x)

(x)
f (x)

θ   ت( =

fدو تابع   -39   (x) و g(x) در همسايگي x a=اند كه اي تعريف شده   به گونهf در x a= ،داراي حد است 

x در gاما  a=وجود يا عدم وجود حد دو تابع .  حد ندارد(fog)(x) و (gof )(x)را بررسي كنيد .  

fكنيم دو تابع فرض مي  -40 * (x) و g(x)در يك همسايگي x a=ند و در ا  تعريف شدهx a=كدام حد   هيچ

xز توابع زير درندارند؛ نشان دهيد هر يك ا a=ممكن است داراي حد باشد .  

f  )الف g±  ب (f g×  پ (
f

g
) ت  

g

f
  

Z

R Z
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ي  در تابع با ضابطه  -41  
x x

f (x)

x x

 − >
= 

− − <

1

1

�

�
، حاصل

x

lim f (x x)
−→

−3

�

  . را به دست آوريد

  )89 –سراسري (  

fدو تابع   -42   (x) و g(x)هاي زير باشند ي ويژگي  را طوري تعريف كنيد كه شامل همه:  

xهر دو در همسايگي   )الف   . تعريف شده باشند1=

x در f )ب   .قد حد باشد فاg داراي حد و 1=

f )پ g× در x   . حد داشته باشد1=

fدو تابع   -43 * (x) و g(x)گيريم  را در نظر مي :
x x

f (x)
x

− <
= 

≥1

�

�
 و 

x
g(x)

x x

<
= 

≥

1 �

�
 وجود حد 

f ، g، fتوابع g× و fog را در x =   . بررسي كنيد�

fدو تابع   -44 * (x) x= g(x) و 1− x= گيريم؛ آيا   را در نظر مي1−
x

lim (f g)(x)
→

+
1

 وجود دارد؟ آيا 

x x

lim x lim x
→ →

− + −
1 1

1    وجود دارد؟ چرا قضيه حد مجموع در اين شرايط برقرار نيست؟1

فرض كنيد   -45  
x x

f (x)

x x

 + ≥
= 

− <

2

2

1 1

1 1
 و 

x x
g(x)

x x

− + ≥
= 

+ <

2

2

1 1

1 1
 در g و f؛ نشان دهيد دو تابع

x fدر صورتي كه .  حد ندارد1= g+ در x  با قضيه حد مجموع دو آيا اين مثال. باشد  داراي حد مي1=

  گيرد؟ تابع در تناقض قرار نمي

xاگر حد دو تابع در.  كنيدهاي زير تابع زوج و تابع فرد را مشخص در شكل  -46  
x و 1→+

 به ترتيب 1→−

x باشد، حد تابع را در 2 و 3برابر 
−→ x و 1−

+→   . پيدا كنيد1−
  

)  )الف )f x  ب(                                   ( )g x       
  

f و g(x)دو تابع   -47 * (x)اي مشخص كنيد كه در همسايگي   را به گونهx a= تعريف شده باشند و در 

x a=كدام داراي حد نباشند، اما دو تابع   هيچfog و gof در x a=:  

  .داراي حد باشند  )الف

  .حد نداشته باشند  )ب

  

  قضاياي حد و حـد توابع جزء صحيح و قدر مطلق  
  

fد، حد تابع در صورت وجو  -48   (x) (x )[x ]= + +2 x را در 2   . به دست آوريد1=

اگر   -49  
x

f (x) [ ] [ x ]= +
2

f ، مجموع حد راست و چپ  (x) را در x =   . محاسبه كنيد2
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fآيا تابع   -50 * (x) [ x] [ x]= − −2 x در 3 =    حد راست و چپ برابر دارد؟2

xهاي شامل جزء صحيح مثال بزنيد كه اگر دو تابع با عبارت  -51   → ها برابر صفر شود ولي   حد يكي از آن�

  .حد تابع دوم قابل بررسي نباشد

fمجموع حد راست و چپ تابع   -52 * (x) x [x ]= −2 2 x ، اگر 3 →   قدر است؟  چه3

در صورت وجود، حد تابع   -53  
[x ]

f (x) [ ]
x

=
2

x را در =   . به دست آوريد�

آيا   -54  
x

lim x | x |
→

+
0

   موجود است؟

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -55 *
x

[x] | x |
lim

[x] | x |−→

−
=

+�

  

قدر مطلق تفاضل حد چپ و راست تابع   -56  
x x

f (x)
| x |

− +
=

−

2 4 3

1
x در    . آوريد  را به دست1=

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -57  
x x

[sin x] | sin x |
lim lim

x sin x+ −→ →

+
� �

  

  .رو را محاسبه كنيد حاصل حد روبه  -58  
x ( )

[x]
lim

x+→ −

+
=

−2
1

1

1
  

حاصل   -59 *
x

lim [x]([x] )
→

−
1

  . را به دست آوريد1

  .حاصل حد توابع زير را در صورت وجود بيابيد  -60  

    
x

lim ([x ] [x ])
+

→

+ − =2

3

  الف( 1

    
x

x
lim

[x]→

−
=

−

2

1

1

1
  *  ب( 

    
x

sin x
lim

[x] [ x]→
=

+ −�
  پ( 

    
x

lim x [x]
→

− =
1

  *  ت( 

حاصل   -61  

x

lim [ ]
x+

→
1

2

1
و 

x

lim [ ]
x−

→
1

2

1
  .را مشخص كنيد

  .مقدار حدهاي زير را به دست آوريد  -62  

    

x

lim [tan x]
+π

→

=

4

  الف( 

    

x

lim [cot gx]
+π

→

=

4

  ب( 
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حاصل   -63 *
x

lim [ ]
sin xπ

→
3

2

1
  .را به دست آوريد

حاصل   -64  
x

lim [x x ]
−→

− +2 2 2
�

  .را به دست آوريد

  

  حدهاي نامتناهي  
  

fتابع   -65   (x)

x

=
2
1

 به عدد صفر، مقدار xبا نزديك شدن. گيريم  را در نظر مي
x

2
1

كند؟   تغيير ميچگونه 

xآيا تابع در =    داراي حد است؟�

xfحد   -66 * (x) =

1

x را در2
+→   . بررسي كنيد�

  .مقادير حد توابع زير را بررسي كنيد  -67 *

    
x

lim tan x
π

→

=

2

  الف( 

    
x

lim cot gx
→

=
�

  ب( 

اگر تابع   -68  
x

f (x)

x ax b

+
=

+ +2
2 1

x يگي در همسا  a افزايش يابد، مقاديركران  بي مرتباً با مقادير مثبت1=

  . را مشخص كنيدbو 
  

  ي فشردگي قضيه  
  

  . اصل حد زير را به دست آوريدبا توجه به نمودار زير ح  -69  

       
x x x x

lim (f (x) g(x)) lim (g(x) h(x))
→ →

− + − =
� �

  

  

  

  

fي فشردگي براي توابع  آيا قضيه  -70 * (x) ، g(x) و h(x)با توجه به شكل زير برقرار است؟   
  

    )   ب     )الف
  

| داشته باشيم xاگر براي هر   -71   f (x) | (x )+ ≤ − 22  ، حاصل 4
x

lim f (x)
→4

  . را به دست آوريد
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) در بازه xاگر به ازاء هر   -72 * , )
π π

−
2 2

cos  :  داشته باشيم x f (x) x− ≤ ≤ +2 23 1

2 2
  

حاصل     
x

lim
f (x)→

1

�
  . را محاسبه كنيد

fع نمودار تاب  -73   (x) x sin
x

=
1

  .رو است  به صورت روبه

xنشان دهيد حد تابع در نقاط به طول   )الف
k

=
π

1
.  برابر صفر است

)Z(K ∈  

  : ي فشردگي ثابت كنيد به كمك قضيه) ب
x

lim x sin
x→

=
1

�
�  

  :ي فشردگي ثابت كنيد به كمك قضيه  -74  
x

lim x[ ]
x→

=
1

1
�

  

  :ي فشردگي ثابت كنيد به كمك قضيه  -75 *

    
x

lim x cos
x→

=2 1
1

�
  الف( 

    
x

x
lim ( )sin

xx→−

+
=

+21

1 1

1
  ب( �

f  داشته باشيمxاگر به ازاء اعداد مثبت   -76 * (x) x
x

− ≤ ≤ −
1

1   :ي فشردگي ثابت كنيد  ، به كمك قضيه1

  
x

f (x )
lim

x+→

+
=

1
1

�

  

  

رفع ابهام   
�

�
   در توابع گويا

  

  .حاصل حدهاي زير را در صورت وجود بيابيد  -77  

    
x

x x
lim

x→

−
=

−

2

3

3

3
  الف( 

    
x

x x
lim

x→−

+ +
=

+

2

1

3 2

1
  *  ب( 

    
x

x
lim

x→−

−
=

+

2

31

1

1
  *  پ( 

    
x

x x
lim

| x |−→−

+ +
=

+

2

3

4 3

3
  ت( 

x

y
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  .حاصل حدهاي زير را در صورت وجود بيابيد  -78  

    
x

x x
lim

x→

+ −
=

−

3

1

2

1
  الف( 

    
x

x x
lim

x x−→

− +
=

+ −

2

3 2
1

2 1

3 4
  ب( 

    
x

x
lim

x x→−

+
=

+ +

5

21

1

3 2
  پ( 

    
x

x x x x x
lim

x x→−

+ + + + +
=

+ +

5 4 3 2

21

1

4 3
  ت( 

  .به دست آوريدرو را  حاصل حد روبه  -79  
n n

x a

x a
lim

x a→

−
=

−
  

  قدر است؟ رو چه  اعداد طبيعي فرد باشند، حاصل حد روبهm و nاگر   -80 *
n

m
x

x
lim

x→−

+
=

+1

1

1
  

حاصل حد   -81 *
x

x [x]
lim

x[x]+→

−

−

2

3

27

9
  . را محاسبه كنيد

  .رو را به دست آوريد  حد روبهحاصل  -82  
x

x (x )
lim

(x )→

− − −
=

−

1

21

1 10 1

1

�

  

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -83  
x

x x
lim

x x→

+ −
=

+ −

1

51

2

2

�

  

اگر   -84  
x

x ax b
lim

x→

+ +
=

−

2

1
4

1
  قدر است؟  چهb و a ، مقدار 

اگر   -85 *
x

ax ax x
lim b

(x )→−

+ + +
=

+

3 2

21

1

1
R b و  aگاه   ، آن∋ b+را محاسبه كنيد .  

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -86 *
n

x

x x x ... x n
lim

x→

+ + + + −
=

−

2 3

1 1
  

  

رفع ابهام   
�

�
   شامل عبارت گنگ

  .ورت وجود بيابيدحاصل حدهاي زير را در ص  -87  

    
x

x
lim

x+→

=
�

  * الف( 

    
x

x
lim

x→

+ −
=

1 1

�
  ب( 
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h

t h t
lim

h→

+ −
=

�
  پ( 

    
x

x
lim

x→

+ −
=

−1

3 2

1
  *  ت( 

  

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -88 *
x

x
lim

x→

−
=

−

3

1

1

1
  

  .يدرو را به دست آور حاصل حد روبه  -89
x

x
lim

x→

−
=

−31

1

1
  

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -90 *
x

x
lim

x→

+ −
=

+ −

3

2

6 2

14 4
  

حد عبارت   -91 *
x

x x

−

−

4 1

1
x ، وقتي    . را به دست آوريد1→

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -92 *
x

x
lim

x→

−
=

−

5

41

1

1
  

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -93  
x

x
lim

x→

+ −
=

51 1

�
  

حد كسر   -94  
x x

x

− + −

−

3

3 2

1 1

1
x وقتي    . را به دست آوريد1→

حاصل   -95 *
x

x x
lim

x→

−

−1 1
   برابر چه عددي است؟

حد تابع   -96 *
x

f (x)

x x

−
=

−

1
x را در شرايطي كه 

  . به دست آوريد1→+

حد كسر   -97  
x a x a

x a

− + −

−2 2
x اگر  a

   برابر چه عددي است؟→+

  

رفع ابهام   
�

�
   مثلثاتي

  . به دست آوريد،حاصل حدهاي زير را در صورت وجود  -98

    
x

sin x
lim

x→
=

5

3�
  الف( 

    
x

tan x
lim

sin x→
=

4

3�
  *  ب( 

    
x

sin x sin x
lim

x→

−
=

6 2

5�
  پ( 

    
x

sin x sin x
lim

x→
=

2
2 3

5�
  *  ت( 
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  . به دست آوريد،حاصل حدهاي زير را در صورت وجود  -99  

    
x

sin ax sin bx
lim

ax bx→

−
=

−�
  الف( 

    
n

x

tan x tan x tan x ... tan nx
lim

x→
=

2 3

�
  ب( 

    
x a

sin(x a)
lim

x a→

−
=

−2 2
  پ( 

  . به دست آوريد،حاصل حدهاي زير را در صورت وجود  -100  

  
x

cos x
lim

x→

−
=

2
1 2

2�
   *الف( 

    
x

cos x
lim

x+→

−
=

1

�

  ب( 

  . به دست آوريد،حاصل حدهاي زير را در صورت وجود  -101  

    
x

cos x cos x
lim

cos x cos x→

−
=

−

4 2

3�
  الف( 

    
x

cos x cos x
lim

cos x→

−
=

− 2
5

1�
   *ب( 

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -102 *
x

sin x sin x sin x ... sin nx
lim

nx→

+ + + +
=

2 3

�
  

مقدار   -103  
x a

tan x tan a
lim

x a→

−

−
  . را به دست آوريد

  . بيابيد،حاصل حدهاي زير را در صورت وجود  -104 *

  
x

x tan x
lim

x→
=

+ −2

4

1 1�
   الف( 

    
x

cos x cos x
lim

cos x→

−
=

−

4 2

1 2�
   ب( 

  .حاصل حدهاي زير را به دست آوريد  -105  

    
x

sin(x )

lim

x
π

→

π
−

=
π

−
3

3

3

  الف( 

    
x

tan(x )

lim
xπ

→

π
−

=
− π

4

4
4

   *ب( 
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  .حاصل حدهاي زير را به دست آوريد  -106  

  

x

| cos x |
lim

x
+π

→

=
π

−
2 2

   *الف( 

    
x

tan x
lim

| x |+→

π
=

−1 1
  ب( 

.                                               حاصل حد رو به رو را به دست آوريد-107
x

cos x sin x

lim

sin x sin x→

 + −
  =
 +
 

2

2 2

2

�
  

  قدر است؟ رو چه حاصل حد روبه  -108 *
x

cos x
lim

cos x sin xπ
→

=
−

4

2
  

حاصل   -109 *
x

tan x cot gx
lim

sin xπ
→

−

4
4

  . را به دست آوريد

حاصل كسر   -110 *
| cos x |

| sin x | sin x

−1
x وقتي 

−→   . را محاسبه كنيد�

اگر فرض كنيم   -111 *
x

a sin bx
lim

x→
=

+ −

1

41 1�
a، حاصل  b+را محاسبه كنيد .  

حد كسر   -112 *
sin x

cos x− 3

3

1
x وقتي →   . را به دست آوريد�

Nmاگر   -113 * , n ، حاصل ∋
x

sin mx
lim

sin nx→π
  . را به دست آوريد

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -114 *
x a

sin x sin a
lim

tan x tan a→

−
=

−
  

حاصل   -115 *
x

sin x
lim

sin x sin xπ
→

−
=

+ 3

2

1
  )82 –سراسري (  قدر است؟  چه

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -116  
x

cos x cos x
lim

x→

−
=

2
1 2

�
  

حد كسر   -117 *
cos x

cos x

−

−

1

1
x اگر 

+→      برابر چه عددي است؟�

 Rاي به شعاع رو در دايره  ضلعي منتظم مانند شكل روبهnفرض كنيد يك   -118 *

دانيم كه اگر  مي.  ضلعي منتظم را محاسبه كنيدnمساحت . محاط شده باشد

αو يا (طور نامحدود افزايش يابد   ضلعي بهnتعداد اضلاع  مساحت آن ) 0→

اين حدس ساده شهودي را با استفاده از . شود به مساحت دايره نزديك مي

  .به دست آوريدفرمول مساحت چندضلعي 

O

a
R



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه    154 

 

 

حاصل   -119  
x

sin x

lim

x
π

→

−

π
−

3

3

2

3

  . را به دست آوريد

حاصل   -120 *
x ( )

| cos x |
lim

x+→

π

−1

2
1 2

  )83 –سراسري (  قدر است؟  چه

حاصل   -121 *
x

sin x cos x
lim

xπ
→

−

π −
4

4
  . را به دست آوريد

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -122  
x

tan x sin x
lim

sin x→

−
=

3�
  

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -123  
x

tan x tan x tan x
lim

x→

− −
=

3
3 2

�
  

  .رو را به دست آوريد حاصل حد روبه  -124  
x

cos x
lim

x
−

−

→

=
−

1

21 1
  

  

  پيوستگي در نقطه  
  

xاي به طول  پيوستگي توابع زير را در نقطه  -125   a=بررسي كنيد .  

  )الف

x

y

a

)  ب  

x

y

a

)  پ  
x

y

a

  
  

xاي به طول  تابعي مثال بزنيد كه در نقطه  -126   =   . حد داشته باشد، اما پيوسته نباشد2

fپيوستگي دو تابع   -127   (x) x= g(x) و 1− x= −3 x را در 1   . بررسي كنيد1=

ع پيوستگي تاب  -128  
x

x
f (x) x

x

 −
 ≠

=  −
 =

2 1
1

1
2 1

x را در    . بررسي كنيد1=

yبا رسم نمودار   -129 * x [x]=   . نقاط ناپيوستگي آن را مشخص كنيد−

  130-  a را طوري تعيين كنيد كه تابع f (x)در x =   . پيوسته باشد�
sin x

x
f (x) x

a x


≠

= 
 =

3
�

�

  

fپيوستگي تابع   -131   (x) را در نقاط x = fبا رسم نمودار .  بررسي كنيد±1 (x) نيز نقاط ناپيوستگي را 

x  .مشخص كنيد | x |
f (x)

x | x |

 − ≤= 
− >

21 1

1 1
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f را چنان بيابيد كه تابع aمقدار   -132 * (x) در x   . پيوسته باشد1=
x x

x
f (x) x

a x

 + −
 ≠

=  −
 =

2 3 4
1

1
1

  

  

f كه تابع  را طوري بيابيدb و aمقادير   -133   (x) در x   . پيوسته باشد1=

[ x] a x

[ x] xf (x)

b(x )
x

| x |

+ <



== 
 −

>
−

2

2 1

2 1

1
1

1

  

ي   با ضابطهf را چنان بيابيد كه تابع b و aمقادير   -134 *

[x] a x

f (x) b x

sin x
x

cos x

+ <



= + =


>
−

2

2

1

�

�

�

x در =  پيوسته �

  .باشد

fمقدار  -135   (  را چنان به دست آوريد كه تابع �(
x

f (x)
x

+ −
=

3 27 3
  .اي به طول صفر پيوسته شود  در نقطه

fمقدار  -136   (  را چنان تعيين كنيد كه تابع �(
x sin x

f (x) x

a x


≠

= 
 =

1
�

�

x در =   . پيوسته شود�

f را طوري محاسبه كنيد كه تابع mمقدار   -137   (x)

x mx

=
+ +2

1

1
  . پيوسته شوداش  روي دامنه

fپيوستگي تابع   -138   (x) x x= −5 x را در 4 =   . بررسي كنيد�

fپيوستگي   -139 * (x) x x= − − −1 x را در 1   .  بررسي كنيد1=

ي       با ضابطهfتابع   -140 *
x

f (x)
x

∈
= 

∈ −

1

�
   در چند نقطه پيوسته است؟

  
  

  قضاياي پيوستگي   
  

xجدول زير را براي   -141   a=كامل كنيد .  
  

  

  

  

f g+  f g−  f g×  
f

g
  

 f و gپيوسته     پيوسته      

 fو  gنامشخص   ناپيوسته        

 f پيوسته و gنامشخص       ناپيوسته    

Q

R Q

 تابع

 ويژگي
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xدو تابع مثال بزنيد كه هر دو در   -142   = xها در   ناپيوسته باشند ولي مجموع آن� =   .  پيوسته شود�

xدو تابع مثال بزنيد كه يكي در   -143   xها در   پيوسته و ديگري ناپيوسته ولي ضرب آن1=   . پيوسته باشد1=

fتابعي مانند   -144   (x) مثال بزنيد كه در x = |يوسته نباشد ولي  پ� f (x) x در | =   . پيوسته باشد�

x در g و fتوابع   -145   a=اند؛ با ارائه مثال نشان دهيد   به ترتيب پيوسته و ناپيوستهfog و gof در 

x a=ممكن است پيوسته باشند.  

  .رو را مشخص كنيد اط ناپيوستگي تابع روبهقن  -146 *

x x

f (x)
x x

x
x

 − ≤ −



=  − − < ≤

 >

−

2

2

1 1

1 1 2
1

2
3

  

  

شرايطي را مشخص كنيد كه مطابق آن برابري   -147  
x a x a

f ( lim g(x)) lim f (g(x))
→ →

  .ر باشد برقرا=

xاگر   -148   x
f (x)

x

− <
= 

≥

3

1

�

�
 و 

x

g(x)

x x

<
= 

≥
3

1 �

�
x در g و f ، نشان دهيد  = آيا . اند  ناپيوسته�

f g× و fog در x =   اند؟  پيوسته�

fثابت كنيد اگر   -149   (x) در x a= پيوسته و g(x) در x a=گاه   ناپيوسته باشد، آنf (x) g(x)+ در 

x a=ناپيوسته است .  

fثابت كنيد اگر   -150 * (x) و g(x) در x a=گاه   پيوسته باشند، آنf (x) g(x)+ و 
f (x)

g(x)
x نيز در  a= 

g(a)).  استپيوسته )≠ �  

fپيوستگي تابع   -151   (x)
x

=
−

1

1
f و  (f (x)) را در x =    پيوسته است؟fof بررسي كنيد؛ آيا 3

 تابعي فرد و fاگر  )الف  -152  
x

f ( ) lim f (x)
+→

=
�

گاه  ، آن�
x

lim f (x) f ( )
−→

=
�

�.  

 تابعي زوج و fاگر   )ب
x

f ( ) lim f (x)
+→

=
�

  ، نشان دهيد�
x

f ( ) lim f (x)
−→

=
�

�.  

  

  پيوستگي تابع جزء صحيح  
  

fنشان دهيد   -153   (x) [x]= در x = g(x) ناپيوسته ولي � [x ]= x در 2 =   . پيوسته است�

fثابت كنيد   -154 * (x) x[x]= در x = g(x) ، و � (x ) [x]= x در 1−   . است پيوسته1=

yپيوستگي تابع   -155   [sin x]=هاي ط به طول را در نقاx ,
π 

∈ π  
2

2
 ، x

π
=

2
x و

π
=

3

2
 بررسي كنيد؛ 

sin]آمده را با نمودار تابع  به دستنتايج  x]مطابقت دهيد .  

fتابع   -156   (x) x [ x ]= xهاي   در نقاط به طول− = x و 3 =    از لحاظ پيوستگي چگونه است؟9
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fپيوستگي تابع   -157 * (x) [x]sin x= πهاي   را در نقاط به طولx =
1

3
x و    . بررسي كنيد1=

fاگر نمودار   -158 * (x)گاه  رو باشد، آن  به صورت روبه[f (x)] در چند نقطه 

  ناپيوسته است؟

  

  
  

fاگر   -159 * (x) (x ax b)[x]= + x در 2+ =   . را به دست آوريدb و a پيوسته باشد، مقادير 2

  

  پيوستگي در دامنه ، پيوستگي در بازه  

fنمودار دو تابع   -160   (x)
x

=
1

 و 
x

g(x) x

x


≠

= 
 =

1
�

� �

اند؛ كدام تابع در دامنه   به صورت زير رسم شده

  تعريف خود پيوسته است؟

   )الف

x

y

f(x)

)  ب  

x

y

g(x)

  

  اند؟ يك از توابع زير در دامنه تعريف خود پيوسته كدام  -161  

    f (x) x= −   الف( 21

    
(x )

g(x)
x

−
=

3
  ب( 

    h(x) [x]= )پ  

fآيا تابع   -162   (x) x [x]= ]ي   در بازه2 , )1    چرا؟ پيوسته است؟2

بازه پيوستگي تابع   -163  
x

f (x)
x

−
=

−

1

2
  . را مشخص كنيد

تابع   -164  
x x

f (x) [ ] [ ]= +
2 3

)ي   در بازه ,    در چند نقطه ناپيوسته است؟�6(

 به صورت fتابع   -165 *
x x

| x |
f (x) x

ax b | x |

 + −
 >

= 
 + ≤

2 2 1
1

1

aحاصل .  پيوسته استR روي  b+ را به دست 

  .آوريد

f را طوري محاسبه كنيد كه تابع mحدود   -166   (x)

x mx

=
+ +2

1

3
  . پيوسته باشدR روي 



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه    158 

 

 

fي   با ضابطهfتابع   -167   (x) (x ) [x]= ]ي  ر بازه د2− ,    در چند نقطه ناپيوسته است؟�3[

ي   با ضابطهfتابع   -168  
x

f (x) [ ]
−

=
1

3
)ي   در بازه ,    در چند نقطه ناپيوسته است؟�3(

xاگر      -169 * x
f (x)

x x

 ∈
= 

∉

2
 ، f (x)در دامنه تعريف خود در چند نقطه پيوسته است؟   

) اگر-170*  )
[ ]

ax b x
f x

x x x

 + ≥
= 

<

1

1
x پيوسته باشد، نمودار اين تابع خطR روي  =  را با كدام عرض قطع 3

  )90-سراسري(                                            كند؟                                                              مي

1 (−2   2 (−1   3 (1  4 (2  

 حد عبارت-171* 
x x

x x

− −

− +

2

2

2

2 12
x وقتي

−→   )90- سراسري(                                               كدام است؟2

1 (−3   2 (−2  3 (2  4 (3  

  

  

  :از مجموعه ي مكمل رياضيكتاب هاي منتشر شده ي 

  ���١ب ��
	 ر����  -١

 ���٢ب ��
	 ر����  -٢

 ���ب ��
	 �����ن -٣

 ت���� ���٣ب ��
	 ر����  -�

  ا����� ���٣ب ��
	 ر����  -�

� ���ب س"ا!ت ا�� ���ت ����� �����ن -

 ���٣ب س"ا!ت ا�� ���ت ����� ر����  -٧

 ���ب س"ا!ت ا�� ���ت ����� ج)�و ا��
�ل -٨

 ���٢ب س"ا!ت ا�� ���ت ����� ه-,س+  -٩

 ه-
������ب ��
	 ر���� اول را -١٠

١١- ���
 ���ب ��
	 ر���� دوم راه-

١٢- ���
 ���ب ��
	 ر���� س"م راه-

١٣- ���
 ���ب ا�� ���ت �3داد��2 س"م راه-

  

  

Z

Z
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  چهارمفصل پاسخ                                                   

  توابعپيوستگي  و حد                               

  
f، حد تابع 1به سمت  xبا نزديك شدن مقادير  -1 (x) x= در تابع  .شود محاسبه مي 2 برابر1+

x
f (x)

x

−
=

−

2 1

1
xچون  →1، x   .آيد به دست مي 2بينيم كه حد تابع برابر است و مي 1≠

  

  
    

  تذكر
xاي مانند   نقطه درfكه تابع براي اين a=ي  داراي حد باشد، لازم نيست كه حتماً در خود نقطهa 

  .تعريف شود
    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

xاي مانند   در همسايگي نقطهfفرض كنيد تابع a= صورت تابعدر اين تعريف شده باشد؛ f در 

x a= حد دارد اگر و تنها اگر حد چپ و راست آن در x a=موجود و مساوي باشند .  
  

    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

f كنيد تابع فرض (x)اي مانند   در همسايگي راست نقطهx a=و  تعريف شده باشد 
x a

lim f (x)
+→

 

 :موجود باشد، در اين صورت
x a x a

lim f (x) lim f (x)
+→ →

=  

  

  

  

  تذكر
xبا فرض a→هرگاه قدرمطلق مقادير ،f (x)بي كران افزايش يابد، تابع fدر x a= داراي حد 

  . بودنخواهد

  

fشود كه حد راست و چپ تابع  نمودار به سادگي مشخص ميبا رسم   -2 (x) در x   . برابر است1=

  

  

  

  

x  / 9�  / 99�  / 999�  1 /1 1� �  /1 1�  /1 1 

( )f x  /1 9  /1 99  /1 999  2  /2 1� �  /2 1�  /2 1 
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3-  

x x

lim f (x) lim f (x)
+ −→ →

= = −
2 2

1  

                       
x

lim f (x)
→

=
2

1  

  
  

4-  

  f ( ) =
1

1
2

          پ( 
x

lim f (x)
−→−

= −
1

  ب(2
x

lim f (x)
+→

=
1

  الف(2

با توجه به نمودار تابع ) ت  
x

lim f (x)
→�

                     : زيرا. وجود ندارد
x x

lim f (x) lim f (x)
+ −→ →

≠
� �

  

  

5-  
x

lim f (x)
→

= −1
�

 ، 
x

lim f (x)
+→1

  . وجود ندارد

  

6-    

  

  
  

  

7-  

    
x x

lim g(x) lim x
−→ →

= − =
� �

  ب(�
x x

lim f (x) lim x
+→ →

= =
� �

  الف(�

x در h(x)حد تابع   )پ   = }مجموعه  h(x)تابع ي  دامنه قابل بررسي نيست، زيرا �  در هيچ  است و�{

  .تعريف نشده استتابع همسايگي آن 

    

  تذكر

xي   تابع در هيچ همسايگي نقطهاگر a= شده باشد، حد تابع در آن نقطه قابل بررسي نيست، و ن تعريف

  .معني است يا به اصطلاح بي

  

fتابعي  طبق دامنه  )الف  -8 (x)در همسايگي راستx   :رو  از اينف نشده است، تعري1=

  
x x

lim f (x) lim f (x)
−→ →

= = =
−1 1 1

�
�  

  

f به عنوان مثال حد .درست است) پ(با توجه به تعريف حد، غلط است ولي ) ب(و ) الف(موارد   -9 (x) x= 

xدر  = �.   
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ي حد توابع جزء  ي مستقيم ، يك روش مهم براي محاسبه علاوه بر محاسبه  -10

  .باشد يي داده شده م  در يك همسايگي از نقطهصحيح، رسم نمودار آن

  

  
x

lim f (x)
−→

=
2

 و    2
x

lim f (x)
+→

=
2

3  

xپس تابع در   =   . حد ندارد2

  

11-    

  AB OA OB AB OB= + ⇒ = +2 2 2 2 21  

  OB AB→ ⇒ OB  و  �1→ AB→ ⇒ →2 2 3  

  

12-  

  
f ( )

x x x

lim f (x) lim f (f (x)) lim f (x)

+ −

+ + −

=

→ → →

= → = = −
1

1
1 1

�

� �

  

fي  توان با نوشتن ضابطه مي   (x)ي   و ساختن ضابطهfof (x)را تعيين نمود حد آن .  

  

13-  fD { }= −� f به صفر، x، با نزديك شدن مقادير � (x)كند و بين اعداد  به عدد معيني ميل نمي  

xاگر . كند  نوسان مي1− و 1
n

=
1

n( فرض شود  گاه  ، آن) �∋
x

lim f (x)
→

=
�

 ، يعني با توجه به �

x , , , , ...=
1 1 1

1
1 1 1� �� � � �

 ، f (x)كند؛ و اگر   به صفر ميل ميx , ,=
2 2 2

5 9 13
 ، f (x) نزديك 1 به 

sin .شود مي K x
x x K

π π π
= ⇒ = π + ⇒ =

+

2
1 2

2 4 1
xگوييم اگر  ، از اين رو مي →  به عدد گاه  آن�

fشود و تابع  معيني نزديك نمي (x)داراي حد نخواهد بود .  

  

)ي بازه  -14 ,   . است1 يك همسايگي عدد �2(

  
    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

  . نام داردa ، يك همسايگي عدد aهر بازه باز شامل عدد 
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)ي  بازه  -15 ,   .رار دارد متعلق به اين بازه و در مركز آن ق3 است؛ زيرا عدد 3 يك همسايگي متقارن عدد �6(
  

    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

xهر همسايگي متقارن  a=توان به صورت   را مي(a , a )− δ + δ نشان داد كه در آن δ عددي مثبت 

  .است
  

a)ه
 �	ز� �� ���    , a )+ δ �x �� ه��	��� را a= �  .ا

a)ه
 �	ز� �� ���    , a)− δ �� ���	ه�� �� x a= �  .ا

  
    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

  :گاه  باشد، آنδ و شعاع همسايگيaاي متعلق به يك همسايگي متقارن به مركز   نقطهxاگر   

         x a x a x a⇔ − δ < < + δ ⇔ −δ < − < δ متعلق به همسايگي به مركزaو شعاع δ  

    {x | | x a | }⇔ − < δ  
  

  

17-  
  

    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

a)ي  مجموعه   , a ) {a}− δ + δ   .ناميم  ميδ به شعاع aي   را يك همسايگي متقارن محذوف نقطه−
  

  

  

  . از بازه حذف نشده است1ي  قطهن) الف(در حالت 

  :خواهيم داشت) ب(در حالت 

  | x | x x (x )
| x |

> ⇒ − < ⇒ − < − < ⇒ − < < ≠
−

1 1
1 2 2 1 2 1 3 1

1 2
  

xبديهي است كه . باشد  مي2 و شعاع 1اي به مركز  كه نقطه   .ار ندارد در اين بازه قر1=

  |x|
( | x | )( | x | ) ( | x | ) | x | x

+ >
− − + < → − − < ⇒ − < ⇒ < <

11 1 1 1 1 1 1 2�
� �   پ( �

بديهي است كه مركز همسايگي در بازه داده شده قرار . ( است1 و شعاع همسايگي 1اي به مركز   بازهكه 

  .)دارد

xaa d
_ a d+
( )

xaa d
_ a d+
( )
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ي تابع  دامنه  -19
x

h(x)
x

−
=

−

1

2
fD  .  نظر است به صورت بازه مورد [ , )= 1 2  

  

20-    

  
a b a b a b a b b a

a x b |x |
+ + + + −

− < − < − ⇒ − <
2 2 2 2 2

  

    

  تذكر

xαتوان به صورت يك همسايگي متقارن در نظر گرفت؛ اگر  را ميهر بازه باز    < < βگاه اين  ، آن

|نابرابري به صورت همسايگي متقارن  x |
α + β β − α

− <
2 2

  . بود  خواهد

  
  

xهمسايگي محذوف متقارن در   -22 =  3اي به طول  مطرح شده است، يعني مركز همسايگي محذوف نقطه3

: باشد، پس مي
a a

a
+ + −

= ⇒ =
5 3 7

3 2
2

  

  

23-   

   ) ب  )  الف

  
xي حذوف متقارن نقطههمسايگي م  -25 a=ي  و همسايگي راست و چپ نقطه اجتماع دaاست، پس :  

    a b ( , a) (a , a ) r a= ⇒ + ⇒ = ⇒ =3 3 3� ∪  

Aاز طرفي چون    B B A=∪ a) ، از ∪ , a ) (a b , b)+ −3   : خواهيم داشت∪

    a a b b r a+ = − ⇒ = − ⇒ = ⇒ = −3 3 3 9  
  

    

  تذكر

ــر    a)اگ , b) (c , d)∪ــان ــر ه  بي ــه  گ ــارن نقط ــذوف متق ــسايگي مح ــد، آنxي  م ــاه   باش bگ c= و 

b a d c− = c)ها يعني     جايي مجموعه   صورت با توجه به جابه      ؛ در اين  − , d) (a , b)∪ تساوي ،a d= 

  .نيز برقرار است
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26-  

    ff (x) x x x (x ) | x | x D [ , ) { }= − = − = − ⇒ = + ∞3 2 2 1 1 1 ∪ �  

x در fبنابراين تابع    = x در fچنين   تعريف شده ولي در هيچ همسايگي آن تعريف نشده است؛ هم�  در 1=

  .همسايگي راست آن تعريف شده است و با نمودار مطابق است
  

  .وجود ندارد) د  صفر) پ  2−) ب  2  )الف  -29

  

  .حاصل حد برابر صفر است)  الف-30

        قـضـيـهقـضـيـهقـضـيـهقـضـيـه
x در g و fاگر دو تابع  a= به ترتيب داراي حد L و Mگاه  باشند، آن:  

1(  
x a x a x a

lim (f g)(x) lim f (x) lim g(x) L M
→ → →

± = ± = ±  

2(       
x a x a x a

lim (f g)(x) lim f (x) lim g(x) L M
→ ÷ → ÷ → ÷

× = × = ×  

  

  .ابر صفر استحاصل حد بر) الف  -31

        قـضـيـهقـضـيـهقـضـيـهقـضـيـه

اگر
x a

lim f (x) L
→

nnگاه  ، آن=

x a

lim f (x) L
→

L زوج باشد بايد شرايط nاگر  (= ≥   .) برقرار باشد�

  
  1  )الف  -32

xحد وجود ندارد زيرا هرگاه) ب    
+→ )گاه مقادير تابع  آن� ) xf x =

1

  .يابد كران افزايش مي  بي2
  

33-  

    
x

lim f (x) ( ) ( )
+→

= + =2

1
1 3 1 4  

    
x

lim f (x) a( ) a (a ) a
−→

= + = + ⇒ − + = ⇒ = −
1

1 2 2 4 2 2 4 2  

  

 حد  پسيابد كران افزايش مي  آن گاه مقادير تابع بي، به آن نزديك مي شودπ با مقادير بيشتر ازxهرگاه  -35
  .تابع وجود ندارد

  

37-  

x x x x t− = → = → = → − =2 23 3 3 3�  

    
t tx

t tx

lim (f (x ) f ( x )) lim f (t) lim f ( t)

lim (f (x ) f ( x )) lim f ( t) lim f (t)

+ + +

− + +

→ →→

→ →→

 − + − = + − = + =




− + − = − + = + =


2 2

3

2 2

3

3 3 2 4 6

3 3 4 2 6

� �

� �

  

  . خواهد بود6شده برابر از اين رو حاصل حد مطرح  
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38-  h(x)حد تابع .  داراي حد نيستs(x) و t(x)حد تابع .  نامشخص است(x)θبراي بررسي .  وجود ندارد

s(x)توان يك بار   ميf (x) | x |= g(x) و 1− [x]= و بار ديگر f (x) و  1 راg(x) [x]= فرض كرد كه 

xدر  f فرض كنيد h(x)براي تابع . شوند  مطرح مي1= (x) x= g(x) و 2 [x]= كه در x اولي  1=

x نيز در h(x)ت و در نهايت داراي حد و دومي فاقد آن اس  ساده t(x)ارائه مثال براي تابع .  حد ندارد1=

  .خواهد بود
  

        قـضـيـهقـضـيـهقـضـيـهقـضـيـه
x در همسايگي g و fاگر  a= تعريف شده باشند و f در x a= داراي حد L و gگاه   فاقد حد باشد، آن

f g± در x a=فاقد حد است .  
  

        برهانبرهانبرهانبرهان    

x در h(x)اگر  a= حدي معادل Mگاه  داشته باشد، آن:  

  
x a x a x a x a

lim (f (x) g(x)) M lim f (x) lim g(x) M lim g(x) M L
→ → → →

+ = ⇒ + = ⇒ = −  

  .رض استكه مخالف ف
    

  تذكر
گـاه   فاقـد حـد باشـد، آن       g و   L داراي حـد     fتعريـف شـوند و       a در همسايگي  g و   fاگر  

x a

lim (f g)
→

 و  ×

x a

f
lim ( )

g→
  .اند  نامشخص

  

  تذكر

x در همسايگيg و fاگر  a=  تعريف شوند وfراي حد  داL و gتابع گاه   فاقد حد باشد، آن
g

f
در  

x a=فاقد حد است .  
  

        برهانبرهانبرهانبرهان    

اگر فرض كنيم تابع 
g(x)

h(x)
f (x)

x در = a=حدي معادل L′هاي  بق قضيهگاه مطا  باشد، آن داشته

خواهيم داشت حدي 
x a

lim h(x) f (x) L L
→

 و اين يعني=′
x a

lim g(x) LL
→

  . كه مخالف فرض است=′

  

  .اين حدها ممكن است موجود باشند و يا ممكن است موجود نباشند  -39

fدو تابع  (x) x= و g(x) [x]= را در x . گيريم كه اولي داراي حد و دومي فاقد آن است  در نظر مي1=

fogگاه  آن [x]= در x fدو تابع  نيز فاقد حد است و اگر 1= (x) g(x) و 1= [x]= ،را در نظر بگيريم 

(x)(fog) خواهيم داشت   .اي داراي حد است  كه اين تابع در هر نقطه1=

  . نيز همانند مراحل بالا قابل بررسي خواهد بودgofتوجه كنيد كه تابع 
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xاگر  -41
−→ xگاه عبارت  آن� x−3كند   به طرف صفر مثبت ميل ميx x x(x )− = −3 2   :رو  از اين1

    
x t

lim f (x x) lim f (t)
− +→ →

− = = − =3 1 1
� �

�  

  

42-  

    g(x) [x]=  و  f (x) x(x )= −1  
  

fدانيم كه اگر دو تابع  مي. كند قسمت دوم مساله تناقضي ايجاد نمي. حل قسمت اول مساله ساده است  -45 (x) 

x درg(x)و  a=به ترتيب داراي حد L و Mگاه تابع   باشند، آنf g+در x a=داراي L M+باشند  مي .

fموع اما عكس قضيه لزوماً برقرار نيست، يعني اگر مج g+ در x a= لزومي ندارد كه توابع  داراي حد باشد

f و gنيز در x a=داراي حد باشند .  
  

f)فرد است و با توجه به ويژگي توابع زوج ) ب(زوج و تابع ) الف(تابع   -46 ( x) f (x))− بع فرد  و توا=

(g( x) g(x)− =   : خواهيم داشت−

  )الف  
x x

lim f (x) lim f (x)
+ −→− →

= =
1 1

 و 2
x x

lim f (x) lim f (x)
− +→− →

= =
1 1

3  

  )ب  
x x

lim g(x) lim g(x)
+ −→− →

= = −
1 1

 و 2
x x

lim g(x) lim g(x)
− +→− →

= − = −
1 1

3  

  

48-  (x )+ x] و 2 ]+ xدو در  هر 2 x] حد راست و حد چپ معين دارند، اما 1= ]+  حد راست و چپ برابر 2

  .كنيم با توجه به قضيه، از ضرب حدهاي راست و چپ اين دو تابع استفاده مي. ندارد

    
x

lim f (x) ( )[ ]
−

−

→

= + + =
1

1 2 1 2   و  6
x

lim f (x) ( )[ ]
+

+

→

= + + =
1

1 2 1 2 9  

  تذكر
f]ي حد تابع  براي محاسبه  -1 (x)] در x a= بايد ، x a= + ε و x a= − ε)  كهε عدد مثبت 

 .رفت را نتيجه گعدد ثابتيرا در تابع به نحو مناسب جاگذاري نموده و .) نهايت كوچك است بي

فرض كنيم 
x a

lim f (x) L
→

  :گاه  باشد، آن=

  :گاه  عدد غيرصحيح باشد، آنLاگر   )الف
x a

lim [f (x)] [L]
→

=  

x در يك همسايگي ازاگر   )ب a=داشته باشيم f (x) L> وL ،گاه آن عدد صحيح باشد:  

  
x a

lim [f (x)] L
→

=  

xدر يك همسايگي ازاگر   )پ a=داشته باشيم  f (x) L< و Lگاه  عدد صحيح باشد، آن:  

  
x a

lim [f (x)] L
→

= −1  

fتوان نمودار  مي  - 2 (x) و يا [f (x)]را رسم كرد و حاصل حد را به دست آوريد .  
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49-  

    x x

x
x

x
lim [ ] lim [ ] lim [ x] lim [ ]

x lim [ x ] lim [ ]
lim [ ] lim [ ]

+ + +

− −
− −

ε→→ → ε→

→ ε→
→ ε→

+ ε = = = + ε = 
⇒ 

+ ε = + ε = = =


2 2

22

2
1 2 1

2 2

2 2 1
2 2

� �

�
�

�

  

                                         + =1 2 3   x

x

lim f (x)

lim f (x)

+

−

→

→

= + =


⇒ 
= + =



2

2

1 1 2

1 1�
  

  تذكر

y]ي حد براي محاسبه   f (x)]=در x a= تابع برابر با عددي صحيح بود، حاصل حد  ، اگر[y f (x)]= در  

  x = x فاقد حد است؛ مگر � a=  طول نقطه ي ماكزيمم يا مي نيمم نسبي تابع كه( )f xباشد .  
  

اگر   -51
[x ]

f (x)
x

=
2

گاه   ، آن
x

lim f (x)
→

= =
�

�
�

�
g(x) و اگر 

[x] [ x]
= +

−

1 1
 [x]، چون در اين تابع 

]و  x]−ي تابع به صورت  دامنه. شوند  هر دو مخالف صفر در نظر گرفته مي( , )− −1 ه  خواهد بود ك�1

xچون همسايگي  =   .معني است  صحبت از حد آن نيز بي در آن وجود ندارد�

  

  

  
  

xاگر  -53 → >x گاه ، آن� <2 x] ، پس�1 ]
x درx و چون  برابر صفر خواهد شد2 → برابر صفر حدي است  �

حاصل حد 
x

[x ]
lim

x→

2

�
  .شود  و در نتيجه جواب حد برابر صفر مي برابر صفر

  
  

  

  تذكر

  توان از تعريف قدرمطلق استفاده كرد و تابع را ي حد توابع قدرمطلقي در صورت لزوم مي براي محاسبه

  .هاي جداگانه نوشت به صورت ضابطه
  

54-   

    
x

x x
x | x | lim f (x)

x →

 ≥
+ = ⇒ =

<

2

�

�
�

� �
  

 حدي
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56-  

    x x

x x

x x

x x (x )(x )
lim lim

| x | (x )
lim f (x) lim f (x)

x x (x )(x )
lim lim

| x | (x )

+ +

+ −

− −

→ →

→ →

→ →

− + − −
= = − 

− − 
⇒ − =

− + − − 
= = − − − 

2

1 1

2 2 2

1 1

4 3 1 3
2

1 1
4

4 3 1 3
2

1 1

  

  

57-  

    
x x x x

[sin x] | sin x | [sin x] (sin x) [ ]
lim lim lim lim

x sin x x sin x+ − + −

+

+
→ → → →

−
+ = + = − =1

� � � �

�

�
  

                 
+

− = − = −1 1 1
�

�
�

  

  

58-  
  ( )x x+ = ε → = − + ε1 1  

    
x ( )

lim [ ]
[x]

lim

x lim ( )

+

+

+

ε→

→ −
ε→

− + ε +
+

= = =
− − + ε −2 2

1

1 1
1

1 1 1
�

�

�
�

�
  

  

60-  

  
x x x

lim ([x ] [x ]) lim [x ] lim [x ]
+ + +

→ → →

+ − = + − = + =2 2

3 3 3

1 1 3   الف( �3

: شود كه ه ميبه سادگي ملاحظ  )پ  
x

lim ([x] [ x])
→

+ − = −1
�

  :  از اين رو
x

sin x
lim

[x] [ x]→
=

+ −�
�  

  

  :روش اول  -61

    

x

x x lim [ ]
x x+

+

→

→ ⇒ > ⇒ < ⇒ =
1

2

1 1 1 1
2 1

2 2
  

    

x

x x lim [ ]
x x−

−

→

→ ⇒ < ⇒ > ⇒ =
1

2

1 1 1 1
2 2

2 2
  

  :روش دوم  

    x x ( ) lim [ ] lim [ ]
+ +

+
+

ε→ ε→

→ ⇒ = + ε ε → ⇒ = =
+ ε+ ε

1 1 1 2
1

12 2 1 2
2

� �

�  

    x x ( ) lim [ ] lim [ ]
+ +

−
+

ε→ ε→

→ ⇒ = − ε ε → ⇒ = =
− ε− ε

1 1 1 2
2

12 2 1 2
2

� �

�  

 حدي

 حدي

 مطلق

  مطلق

 حدي
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نتيجه  
�

  

حاصل حاصل حاصل حاصل در عبارت هاي جز صحيحي در عبارت هاي جز صحيحي در عبارت هاي جز صحيحي در عبارت هاي جز صحيحي 
( )
a

+

1
1

a برابر  برابر  برابر  برابر 
 و حاصل  و حاصل  و حاصل  و حاصل −

( )
a

−

1
1

a برابر برابر برابر برابر
        ....باشدباشدباشدباشد     مي مي مي مي+

  

tanبا توجه به نمودار   )الف  -62 xشود كه براي  ، مشخص ميxتر از  هاي بزرگ

π

4
tan، تابع  xاز اين رو . كند  ميل مي1 به 1تر از   با مقادير بيش

  :گيريم نتيجه مي

x

lim [tan x]
+π

→

=

4

1  

  

coبا توجه به نمودار   )ب   t gxه براي شود ك ، مشخص ميxتر  هاي بزرگ

از 
π

4
cot، تابع  gxاز اين رو . كند  ميل مي1 به 1تر از   با مقادير كم

  :گيريم نتيجه مي

x

lim [co t gx]
+π

→

=

4

�    

  

  

fاگر   -64 (x) x x= − +2 2 fگاه  ، آن2 ( ) =  وقتي f، تابع f و مطابق شكل �2

x
−→   :در نتيجه. شود  نزديك مي2 به 2تر از   با مقادير بيش�

    
x

x x lim [x x ]
−

+

→

− + → ⇒ − + =2 22 2 2 2 2 2
�

  

  

  

xاگر   -65 → xگاه   ، آن� →2  و در نتيجه �
x
2
1

كند و به سمت عدد مشخصي ميل  كران افزايش پيدا مي  بي

  .كند نمي

  

ت از اين رو عبار. تر از صفر به صفر ميل كند با توجه به مفهوم مساله بايد حد مخرج كسر با مقادير بيش  -68

x ax b+ x بايد به صورت مربع كامل باشد و چون 2+   : خواهيم داشت1→

    b x  و 1= ax b (x ) a+ + = − ⇒ = −2 21 2  
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  .شده برابر صفر است ي فشردگي مقدار حد خواسته مطابق قضيه  -69
  

        قـضـيـهقـضـيـهقـضـيـهقـضـيـه
xيگي محذوف در همسا hو  g و fاگر  a= تعريف شده باشند و اگر نامساوي f (x) g(x) h(x)≤ ≤ 

و تساوي 
x a x a

lim f (x) lim h(x) L
→ →

= : گاه  برقرار باشد، آن=
x a

lim g(x) L
→

=.  

  

  تذكر

  .طرفه نيز استفاده كرد توان براي حدود يك ي فشردگي مي از قضيه  -1

f  .تواند يك نامساوي اكيد باشد ي فشردگي مي امساوي مربوط به قضيهن  -2 (x) g(x) h(x)< <  

xي  ي فشردگي كافي است كه فقط در همسايگي نقطه نامساوي مربوط به قضيه  -3 a= برقرار باشد و 

  .ي تابع را دربر نگيرد لزوماً تمامي دامنه

  

71-  

    | f (x) | (x ) (x ) f (x) (x )+ ≤ − ⇒ − − ≤ + ≤ −2 2 22 4 4 2 4  
  

    
x x

lim (f (x) ) lim f (x)
→ →

+ = ⇒ = −
4 4

2 2� 
x x

lim (x ) lim (x )
→ →

− = − − =2 2

4 4
4 4 �  

  

xدر نقاط به طول ) الف  -73 =
π

1
x يا  =

π

1

2
x...  و يا 

K
=

π

1
) ، حد تابع  )h x sin

x
=

1
.  برابر صفر است

)چنين تابع  هم )g x x=هاي   در اين نقاط به طولx
K

=
π

1
 حدي معادل 

Kπ

1
از اين رو مطابق .  دارد

   :ي ضرب حدها خواهيم داشت قضيه
x

K

lim x sin
x K

→
π

= × =
π1

1 1
� �  

  )ب  
    

  ي فشردگي اثبات با كمك قضيه    
  

sin كه دانيم مي
x

− ≤ ≤
1

1   : ، از اين رو1

x  )الف   >   : ضرب كنيمx ، در اين صورت اگر طرفين نابرابري را در �

    
x

lim x sin
x+→

=
1

�

� 

x x

x xsin x lim x lim ( x)
x + +→ →

− ≤ ≤ ⇒ = − =
1

� �

�   

  

x  )ب   <   : ، در اين صورت�

    
x

lim x sin
x−→

=
1

�

�  
x x

x x sin x lim x lim ( x)
x − −→ →

− ≥ ≥ ⇒ = − =
1

� �

�  

 ي فشردگي قضيه

 ي فشردگي قضيه

 ي فشردگي قضيه
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xاز نابرابري مهم   -74 [x] x− < uگيريم   نتيجه مي1≥ [u] u− < ≤1 .  

]  :بنابراين ]
x x x

− < ≤
1 1 1

1  

xاگر حال  > x  :  ، خواهيم داشت� ( ) x[ ] x( )
x x x

 
− < ≤ 

 

1 1 1
1  

  
x x x

x x[ ] lim ( x) lim lim x[ ]
x x→ → →

− < ≤ ⇒ − = = ⇒ =
1 1

1 1 1 1 1 1
� � �

  

xدر حالت  <   .رسيم  نيز به همين نحو به اثبات مي�
  

77-    

  
x x x

x x x(x )
lim lim lim x

x x→ → →

− −
= → =

− −

2

3 3 3

3 3
3

3 3
  الف( 

  
x x

x x (x )(x )
lim lim

| x | (x )− −→− →−

+ + + +
= =

+ − +

2

3 3

4 3 1 3
2

3 3
  ت(   

  

  تذكر

اگر 
f (x)

h(x)
g(x)

 يك تابع گويا باشد و اگر=
x a

lim h(x)
→

=
�

�
 كه در اين مقادير صفرهاي صورت و (

گوييم كه با حالت مبهم  مي) مخرج مقادير حدي و نزديك به صفراند
�

�
رو هستيم و براي رفع ابهام   روبه

x عامل g و fهاي تجزيه، در  بايد با كمك اتحادها و روش a− هر دو تابع  را ايجاد كنيم؛ چونf و g بر 

  .پذيرند آن بخش

در حالت 
�

�
 اگر مقدار صورت كسر برابر صفر مطلق و مقدار مخرج كسر برابر صفر حدي شد، حاصل 

گاه مقدار حد  آنحد برابر صفر است و اگر تحت هر شرايطي مقدار مخرج كسر برابر صفر مطلق شد، 

  .قابل بررسي نخواهد بود

الت حدي كسر ح
f (x)

g(x)
 را 
�

�
گوييم؛ زيرا مقدار اين حد در شرايط مختلف متفاوت است و   مبهم مي

  . داراي حد نباشدh(x)حتي تحت شرايطي ممكن است كه 

  

xبا عمل تقسيم   )الف  -78 x+ −3 xر  ب2   : خواهيم داشت1−

    
x x x

x x (x )(x x )
lim lim lim (x x )

x x→ → →

+ − − + +
= = + + =

− −

3 2
2

1 1 1

2 1 2
2 4

1 1
  

  
x x

x x | x |
lim lim

x x (x )(x x )− −→ →

− + −
= =

+ − − + +

2

3 2 2
1 1

2 1 1

3 4 1 4 4
  ب( 

  

( )

x x

x
lim lim

(x )(x x ) x x− −→ →

− − − −
= =

− + + + +2 2
1 1

1 1 1

91 4 4 4 4
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x x

x x
lim , x (x )(x x x x ) lim

x x x x→− →−

+ +
+ = + − + − + ⇒

+ + + +

5 5
5 4 3 2

2 21 1

1 1
1 1 1

3 2 3 2
  پ( 

    
x

(x )(x x x x )
lim

(x )(x )→−

+ − + − +
= =

+ +

4 3 2

1

1 1
5

1 2
  

  
x x

x x x x x x (x ) x (x ) (x )
lim lim

(x )(x )x x→− →−

+ + + + + + + + + +
=

+ ++ +

5 4 3 2 4 2

21 1

1 1 1 1

1 34 3
  ت( 

    
x x

(x )(x x ) x x
lim lim

(x )(x ) x→− →−

+ + + + +
= = =

+ + +

4 2 4 2

1 1

1 1 1 3

1 3 3 2
  

  

79-    

    
n n n n n n n

n

x a x a

x a (x a)(x x a x a ... xa a )
lim lim na

x a x a

− − − − −
−

→ →

− − + + + + +
= =

− −

1 2 3 2 2 1
1  

  

x دانيم كه مي  -82 (x )(x x x ... x )− = − + + + + +1 9 8 71 1   :نويسيم ، از اين رو مي�1

    
x x

x

x (x ) (x )(x x ... x ) (x )
lim lim

(x ) (x )

x x ... x
lim

(x )

→ →

→

− − − − + + + + − −
=

− −

+ + + −
=

−

1 9 8

2 21 1

9 8

1

1 1 1 1 1 1 1

1 1

9

1

� � �

  

xسپس عبارت  x ... x+ + + −9 8   :كنيم  را به صورت زير تجزيه مي9

    A x x ... x ( ... ) (x ) (x ) (x ) ... (x )= + + + − + + + + = − + − + − + + −9 8 9 8 7

9

1 1 1 1 1 1 1 1�������  

  

    

( )

.. .

.. .

.. .

x (x )(x x ... x )

x (x )(x x ... x )

A (x )((x ... ) (x ... ) ...(x ) )

x x (x )

x

− = − + + + +

− = − + + + +


⇒ = − + + + + + + + +


− = − +

− 

9 8 7

8 7 6

8 7

2

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

1

  

   

  

 بار

x

x

x x ... x
lim

x

(x )((x ... ) (x ... ) ...(x ) )
lim

x

...

→

→

+ + + −
⇒

−

− + + + + + + + +
=

−

= + + + + =

9 8

1

8 7

1

9

1

1 1 1 1 1

1
9 8 7 1 25

 يادآوري
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83-  

    
( )

x x x

(x )(x x ... x ) xx x (x ) (x )
lim lim lim

x x (x ) (x ) (x )(x x ... x ) (x )→ → →

− + + + + + −+ − − + −
= =

+ − − + − − + + + + + −

9 81 1

5 5 4 31 1 1

1 1 12 1 1

2 1 1 1 1 1

� �

  

  
x

x x ... x
lim

x x ... x→

+ + + +
= =

+ + + +

9 8

3 31

2 11

62
 

  

اگر   -84
x t

f (x)
lim K

x t→
=

−
fگاه   عددي حقيقي باشد، آنK و  (t) =  در غير اين صورت مقدار حد و است، �

  .گردد نمي Kكران افزايش خواهد يافت و برابر  بي

    b =  و 3−
x

(x )(x b)
lim a

x→

− +
= ⇒ =

−1

1
4 2

1
 و 

x

x ax b

→
+ + →2

1
�   

  

87-  

  
x x x

x x x (x )
lim lim lim

x x x x( x )→ → →

+ − + − + + + −
= × = =

+ + + +

1 1 1 1 1 1 1 1 1

21 1 1 1� � �
  ب( 

  
h h h

t h t t h t t h t t h t
lim lim lim

h h t h t h( t h t ) t→ → →

+ − + − + + + −
= × = =

+ + + +

1

2� � �
  پ( 

  

  :روش اول  -89

    
x x

x x x ( x ) x (x )(( x ) x )
lim lim lim

x (x )( x )x x ( x ) x→ →

− − + + + − + +
= × × = =

+ − +− − + +

2 23 3 3 3

3 3 23 31 1

1 1 1 1 1 1 3

21 1 11 1 1
  

  :روش دوم  

xاگر  t=6شود شده به يك عبارت گويا تبديل مي ارت راديكالي داده فرض شود، عب.  

    
x t t

x t (t )(t t )
lim lim lim

(t )(t )x t→ → →

− − − + +
= = =

− +− −

3 2

3 21 1 1

1 1 1 1 3

1 1 21 1
  

  

  تذكر

nهاي  هاي كسري و راديكالي، اگر عبارت در عبارت
u و m

uتوان با فرض   ديده شوند، مي
[m,n]

t u=توجه كنيد . م را انجام داد ، رفع ابها[m , n]ترين مضرب مشترك   همان كوچكm و n 

m). است , n )∈�  
  

يك روش معمول براي رفع ابهام   -93
�

�
  .هايي مشابه اين مساله استفاده از تغيير متغير است  در حالت

    x t→ ⇒ →1�  x t x t+ = ⇒ = −5 51 1  

    
x t t

x t t
lim lim lim

x t (t )(t t t t )→ → →

+ − − −
= = =

− − + + + +

5

5 4 3 21 1

1 1 1 1 1

51 1 1�
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94-  

    
x x x

x

(x ) (x ) x ( (x ) )x (x )
lim lim lim

(x )(x ) x xx

(x )
lim

x

→ → →

→

− + − − + −− + −
= =

− + − +−

+ −
= =

+

3 23 333 3

3 333 21 1 1

23

3 31

1 1 1 1 11 1

1 1 1 11

1 1 1

1 2

  

  

97-  

    
x a x a

x a

x a x a x a x a
lim lim ( )

x a x a x a

x a x a x a
lim ( )

x a x a x a ax a

+ +

+

→ →

→

− + − − −
= +

− − −

− + −
= × + =

+ − +−

2 2 2 2 2 2

2 2

1

2

  

  

  

98-  

  u

sin u
lim

u

x x x x

sin x
x

sin x sin x xx
lim lim lim lim

x x x x

→
=

→ → → →
= = → × =

1
5

55 5 5 5 55 1
3 3 5 3 3 3

�

� � � �
  الف( 

  

  x

x x

sin x sin xsin x sin x
lim lim x lim xx x

sin x sin x x xx x
lim lim

x x x

→

→ →

−−
−

= =

6 26 2 6 26 26 2 6 26 2
5 5 5

�

� �
  پ( 

    
x

x x
lim

x→

−
= =

6 2 4

5 5�
  

  

99-  

    x

x x

x

sin ax sin bx
lim ( ax bx)

sin ax sin bx ax bxax bx
lim lim

ax bx lim (ax bx) ax bx

→

→ →
→

−
− −

= = =
− − −

1�

� �
�

  الف( 

  

    x

n n
x

x

tan x tan x tan nx
lim x lim x ... lim nx

tan x tan x tan x ... tan nx x x nx
lim

x lim x

→

→
→

=

2
2

2 3 2�

�
�

  ب( 

  
n

x

x( x) ... (nx)
lim ... n n!

x→
= = × × × =

2
1 2

�
  

    

  x a t→ ⇒ → �  x a t x a t− = ⇒ =   پ( +

  
x a x a x a t t

sin(x a) sin(x a) sin t
lim lim ( lim ) lim lim

x a x a t a t ax a→ → → → →

− −
= = =

− + +−2 2
1 1 1

2 2� �
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بسياري از حدهاي مبهم) ب   -100
�

�
هاي مهم مثلثاتي رفع ابهام   با كمك قوانين و فرمول به صورت مثلثاتي

دانيم كه  مي. شوند مي
cos x

sin x
−

=2 1 2

2
 و يا 

cos u
sin u

−
=2 1 2

2
  :بنابراين. 

    
x x x x

x x x
sin | sin | sin

cos x
lim lim lim lim

xx x x+ + + +→ → → →

−
= = = =

×

22 2 21 22 2 2
22

2
� � � �

  ب( 

  

  :روش اول  )الف -101

  :با استفاده از فرمول تبديل جمع به ضرب خواهيم داشت    

    
x x x

cos x cos x sin x sin x sin x
lim lim lim

cos x cos x sin x sin x sin x→ → →

− −
= = =

− −

4 2 2 3 3 3

3 2 2 2 2� � �
    

  :روش دوم    

با توجه به اتحاد     
cos x

sin x
−

= 21 2

2
 و 

cos u
sin u

−
= 21

2
  : خواهيم داشت

    

x x x

x x

cos x cos x sin x ( sin x) (sin x sin x)
lim lim lim

x x x xcos x cosx
sin ( sin ) (sin sin )

(sinx sin x)(sinx sin x) (x x)(x x)
lim lim

x x x x x x
(sin sin )(sin sin ) (

→ → →

→ →

− − − − −
= =

− − − − −

− + − +
= =

− + −

2 2 2 2

2 2 2 2

4 2 1 2 2 1 2 2 2
3 33 1 2 1 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
3 3 3

2 2 2 2 2 2

� � �

� � x x
)( )

=

+

3
3 2

2 2

    

  

103-  

    x a x a x a

x a

sin x sin a

tan x tan a sin x cosa cos x sin acos x cosa
lim lim lim

x a x a cosa cos x(x a)

sin(x a)
lim lim

x a cos x cosa cos a

→ → →

→

−
− −

= =
− − −

−
= =

− 2
1 1

  

  

xبا فرض   )الف -105 t
π

− =
3

x ، از  → tشود   نتيجه مي� →   :گاه  ، آن�

  
t

x

sin(x )
sin t

lim lim
t

x
π →→

π
−

= =
π

−
3

3 1

3
�

  

  

106-   

  x t

x x t

tan x tan (t ) tan( t )
x t lim lim lim

| x | t t+ + +

= +

→ → →

π π + π + π
− = → = =

−

1

1

1
1

1 � �

  ب( 

   

t

tan t
lim

t+→

π
= = π

�
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107-  

    [ sin x]− = −2 1  x sin x sin x [sin x]
+→ ⇒ → ⇒ → ⇒ =2 2� � � �  

    
x x x

cos x [ sin x] cos x sin x
lim lim lim

sin x [sin x] sin x sin x→ → →

+ − − −
= = = −

+

2 2

2 2 2 2
2 2 1 2

2
� � �

  

  

116-  

    

x x

x x

x x

x

cosx cos x cosx cos x cosx cos x
lim lim

cosx cos xx x

cos x(cos x)
lim lim

cos x cos xx

cos x( sin x) cos x sin xcos x
lim lim

x x

sin x( cos x)
lim

x

→ →

→ →

→ →

→

− − +
= ×

+

−
=

+

− − − +
= =

+
= =

2 2

2

2

2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1

1 2

1 1 1 2 1 1 2

2 2

1 1 2 3

2 2

� �

� �

� �

�

  

  

xفرض كنيد: راهنمايي -119 t
π

− =
3

xگاه   ، آن t
π

= +
3

)sin و  t)
π

+
3

  . را بسط دهيد

  

  تذكر

sinطور كه خواهيم ديد مشتق تابع  حد بالا همان x در x
π

=
3

sin است كه مشتق تابع  x برابر cos x 

cosو مقدار  x در 
π

3
 برابر 

1

2
  .شود  مي

  

122-  

    

x x x x x

x

sin x x
sin x sin

tan x sin x cos xcos x
lim lim lim lim lim

cos xsin x sin x cos x sin x sin x

x
sin

x
( )

x

lim
sin x

( x)
x

→ → → → →

→

−
− −

= = = ×

= =

2

3 3 2 2

2

2

21 12

22
2

12
2

� � � � �

�
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123-   

    

x

tan x tanx
x x x tan x tan( x x)

tanxtan x

tan x tan x tanx tan xtan xtanx

tan x tan x tanx
lim( x) lim( x) lim( x)

tan x tan x tanx x x x
lim

sinxsin x ( x)
x

→

+
= + ⇒ = + = ⇒

−

− − = ⇒

− −
= =

3 3

2
3 2 3 2

1 2

3 2 3 2

3 2
3 23 2 3 2 6

�

  

    

124-  

    )
+α → cos و � x cos x (x

− −= α ⇒ α = ⇒ →1    فرض1

    
x x

cos x
lim lim lim

x cos cos cos

lim lim
sin

cos

− + +

+ +

−

→ → α→

α→ α→

α α
= =

− − α − α + α

α
= × =

α + α

1

2 4 2 21

2

1 1 1 1

1 1

21

� �

� �

  

  

xدر ) الف(نمودار   - 125 a=پيوسته نيست، زيرا حد تابع با مقدار تابع برابر نيست .  

xدر ) ب(نمودار  a=پيوسته نيست، زيرا حد چپ تابع با حد راست و مقدار تابع برابر نيست .  

xدر ) پ(نمودار  a=معني است ي پيوستگي تابع در اين نقطه بي رو بحث درباره  تعريف نشده است؛ از اين.  

  

126-  

    

x x

f (x) x

x x

>


= =
− + <

2

2

4 2

�  

  

127- fي   در بازه[ , )+ f  . تعريف نشده است1∞ ( ) =1   و  �
x x

lim f (x) lim f (x)
+→ →

= =
1 1

�  

و چون 
x

f ( ) lim f (x)
+→

=
1

1 ، f در x   . پيوسته است1=

g در x  پيوسته است1=
x

lim g(x)
−→

= ⇒
1

  و              �
x

lim g(x)
+→

=
1

�  g( ) =1 �  

  

  

  

  

  

x→�
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  تذكر
x در همسايگي راست fفرض كنيم  a= باشد؛ شده   تعريفfاگر .  در اين نقطه پيوسته است

x a

lim f (x) f (a)
+→

 در f تعريف شده باشد در اين صورت a در همسايگي چپ f ؛ فرض كنيم =

x a= پيوسته است، اگر 
x a

lim f (x) f (a)
−→

=.   

  
  

xدر حالتي كه  -128 =1 ، x   :پس.  است1≠

    f در x x.  پيوسته است1= x x

x (x )(x )
lim f (x) lim lim

x x

f ( )

→ → →

− − +
= = =
⇒− −

= 

2

1 1 1

1 1 1
2

1 1
1 2

  

  

130-  

    
x x x

sin x sin x
lim f (x) lim lim

x x→ → →
= = =

3 3
3 3

3� � �
  

    a = 3  f ( ) a=�  
  

131-  

    x x
f (x)

x x x

 − − ≤ ≤= 
− > < −

21 1 1

1 1 1
  

  
    f در x f.  پيوسته است1= ( ) = ⇒1    و  �

x

lim f (x)
+→

=
1

  و  �
x

lim f (x)
−→

=
1

�  

    f در x =  .پيوسته استنا 1−
x

lim f (x)
−→−

= −
1

f  و  2 ( )− =1   و  �
x

lim f (x)
+→−

=
1

�  

    

x در fچون -133   :گيريم يوسته است، نتيجه مي پ1=
x x

f ( ) lim f (x) lim f (x)
+ −→ →

= =
1 1

1  

    
x x

b(x )(x )
lim f (x) lim b

(x )+ +→ →

− +
= =

−1 1

1 1
2

1
f  و   ( ) [ ]= × =1 2 1 1  

    b =
1

2
  و  

x

lim f (x) [ ] a a a b a
−

−

→

= + = + ⇒ = + = ⇒ =
1

2 1 1 1 2 �    

  

135-  

    

( )

x x

x x

x ( x ) x
lim f (x) lim

x ( x ) x

x
lim f (x) lim f ( )

x ( x ) x

→ →

→ →

+ − + + + +
= ×

+ + + +

+ −
⇒ = = ⇒ =

+ + + +

23 3 3

23 3

23 3

27 3 27 3 27 9

27 3 27 9

27 27 1 1

27 2727 3 27 9

� �

� �
�

  

 يا
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: شتي فشردگي خواهيم دا با توجه به قضيه  -136
x

lim x sin
x→

=
1

�
fرو  ، از اين� ( ) a= =� �.  

  

xاگر  -137 mx+ + ≠2 1 xي  گاه تابع همواره پيوسته خواهد بود و اگر معادله  ، آن� mx+ + =2 1  به ازاي �

ي نقاط  در بقيههاي مخرج كسر در دامنه قرار ندارند، تابع  چون ريشه داراي جواب باشد، mمقاديري از 

  .پيوسته استاش  روي دامنه f تابع mي مقادير  رو به ازاي همه  از اينپيوسته خواهد بود
  

138-   

    ff (x) x x x (x ) x (x ) D { } [ , )= − = − = − ⇒ = + ∞5 4 4 21 1 1� ∪  

  .ي نقاط دامنه خود به استثناء صفر كه فاقد همسايگي است، پيوسته است  در همهfتابع   

  

141-  

  تذكر

x  در g و fاگر  a=گاه    پيوسته باشند، آنg +_f  همواره پيوسته و
f

g
g(a) به شرط  ≠  پيوسته �

  .است

x در g و f اگر  a= ناپيوسته باشند f g± و g f همواره نامشخص است.  

x در fاگر  a= پيوسته و g ناپيوسته باشد f g± و 
g

(f (a) )
f

≠  g f همواره ناپيوسته و �

  .نامشخص است

  

142-  

    
x x

g(x)
x

≥
= 

− < 1

�

�
  و  

x x
f (x)

x

≥
= 

<1

�

�
  

  

143- f (x) sin x= π و [x]
g(x) ( )= x به ترتيب در 1− f و اند ته پيوسته و ناپيوس1= g×پيوسته است  .

  )چرا؟(

  

تابع  -144
x

f (x)
x

≥
= 

− <

1

1

�

�
x در  = f| ناپيوسته است، اما � (x)|   . همواره پيوسته است1=

  
  

  تذكر
fاگر  (x) در  x a= ،پيوسته باشد | f (x) x نيز در | a= پيوسته است؛ اما عكس قضيه لزوماً برقرار 

  .نيست
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145-   

f اگر  -1   (x) x(x )= g(x) و 1− [x]=گاه   فرض شود، آنf و g در x  و ترتيب پيوسته  به1=

x در fogاند، اما  ناپيوسته f پيوسته است و اگر 1= (x) x= g(x) و 2 [x]= ،فرض شوند fog در 

x   .)ها را به دست آوريد حد و مقدار اين مثال. ( ناپيوسته است1=
  

  

  :نكته  

x در fاگر   -2 a=گاه   پيوسته باشد، آنn f (x) در x a=اگر  ( پيوسته استn 

fزوج باشد، بايد  (x) ≥   .). باشد�

  .اند اي همواره پيوسته توابع چندجمله  -3

اي باشد، تابع   پيوسته و چندجملهfاگر   -4
f

1
f در  ≠   .است پيوسته �

  
  

147-  

        قـضـيـهقـضـيـهقـضـيـهقـضـيـه
x در gاگر تابع  a=  پيوسته وf در g(a)،گاه  آن پيوسته باشد:  

    
x a x a

lim f (g(x)) f lim g(x)
→ →

 
=  

 
  

  

  .در بررسي بخش دوم توجه كنيد. اثبات بخش اول ساده است -148

    f (x) f (g(x))=   و  1=
x x

h(x) f (x) g(x)

x x

− <
= = 

≥

3

3

�

�
  

f و fogرو  از اين   g× ، x =   .آند  پيوسته�

  

  .از برهان خلف استفاده كنيد -149

  

  .كرد بع مركب استفاده توان از تشكيل ضابطه تا براي بررسي پيوستگي تركيب دو تابع مي -151

    
x

f (x) f (f (x)) (x , )
x x

x

−
= ⇒ = = ≠

− −−
−

1 1 1
1 2

11 21
1

  

  

x هر دو در fof و fرو  از اين   = ).  در دامنه تعريف خود پيوسته استfofتابع . اند  پيوسته3 { , })− 1 2�  
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f تابعي فرد است؛ در اين صورت fفرض كنيد  -152 ( x) f (x)− = x؛ و در − = f از � ( ) f ( )= −�  نتيجه �

fگيريم  مي ( ) =� �.  

fي حد تابع براي محاسبه   (x) در x
−→   :كنيم  از روش تغيير متغير استفاده مي�

    
t x

lim f (t) lim f (x)
+ +→ →

− = −
� �

 =
x=t

_

 
x x x

lim f (x) lim ( f ( x)) lim f ( x)
− + +→ − → − →

= − − = − −
� � �

  

  

fو چون حد راست تابع    (x) برابر f ( f و �( ( گيريم حد چپ تابع نيز برابر  ر است، نتيجه مي برابر صف�(

xصفر و تابع در  =   . پيوسته است�

  .شود تر حل مي بخش دوم همانند بخش اول، اما ساده  

  

153-  

    fناپيوسته است  .
x

lim f (x)
−→

= − ⇒1
�

  و  
x

lim f (x)
+→

=
�

f  و  � (x) [x] f ( )= ⇒ =� �  

    gپيوسته است  .
x

lim g(x)
−→

=
�

  و  �
x

lim g(x)
+→

=
�

g(x)  و  � [x ] g( )= ⇒ =2 � �  

  
  

  تذكر

f]گاه   تابعي پيوسته باشد، آنfاگر  (x)]قاطي كه  در نf برابر عدد صحيح شود، ناپيوسته است، مگر 

fنيمم نسبي باشد  در اين نقطه داراي مي.  
  

155-  

      

    [sin ]
π

=1
2

  و  
x

lim [sin x]
π

→

=

2

�  

    
x

lim [sin x] [sin ]
π

→

π
= = −

3

2

3
1

2
  

    

. هاي پيوستگي بررسي كنيم خواهيم مساله را با كمك قضيه مي. توان به مساله پاسخ داد حاسبه مياز راه م  -156

x در xدانيم كه  مي = x و 3 = ؛ .) مثبت است پيوسته و در شرايط مسالهxچون ( پيوسته است 9

]دانيم كه  مي x x در نقاطي كه [ = ] باشد ناپيوسته است، پس 	 x x در [ =  پيوسته و در 3

x = دو تابع يكي پيوسته و ) تفاضل(عي پيوسته و مجموع  ناپيوسته است؛ چون مجموع دو تابع پيوسته تاب9

x در fديگري ناپيوسته تابعي ناپيوسته است، پس  = x پيوسته و در 3 =   . ناپيوسته است9
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160-  f پيوسته و gناپيوسته است ) .g در x =   .) ناپيوسته است�
  
  

    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

  .ي خود، پيوسته باشد ناميم، هرگاه در تمام نقاط دامنه  را پيوسته ميfتابع
  

  

−x) الف-161 −xاي و پيوسته و چون ي است چندجمله تابع21 ]ي خود يعني   در دامنه21 , ]−1    همواره 1

−xمثبت و نامنفي است پس      .ي خود پيوسته است  در دامنه21

x به صورت gي تابع  دامنه) ب   ≥  h(x)تابع. ي تعريف خود پيوسته است  است و اين تابع نيز در دامنه3

   پيوسته نيست، �ي تعريف خود يعني در دامنه

xاين تابع در نقاط ) ج   =   . ناپيوسته است	

  

162-    

x )همواره پيوسته(     [x] f (x) x< < ⇒ = ⇒ = 21 2 1  

)ي   در بازهfپس    , )1 x پيوسته است؛ در اين صورت بايد پيوستگي آن را در 2   . بررسي نمود1=

fپس    (x)ي   در بازه[ , )1   .يوسته است پ2
x

lim f (x)
+→

= ⇒
1

f  و  1 ( ) =1 1  

  

    

        تعريفتعريفتعريفتعريف

a)ي   را در بازهfتابع   -1 , b)ناميم، هرگاه در تمام نقاط داخل بازه پيوسته باشد  پيوسته مي.  

a]ي  ر بازه را دfتابع   -2 , b)ناميم، هرگاه در تمام نقاط داخل بازه باز   پيوسته مي(a , b) پيوسته 

باشد و تساوي 
x a

f (a) lim f (x)
+→

  . برقرار باشد=

fتابع   -3 (x)ي   را در بازه[a , b]ي باز  ناميم، هرگاه در بازه يوسته مي پ(a , b) پيوسته باشد و 

  :داشته باشيم

    
x b

f (b) lim f (x)
−→

  و  =
x a

f (a) lim f (x)
+→

=  

        

  .ي تعريف تابع را مشخص كرد بايد دامنه  -163

    f

x
D [ , )

x

−
≥ ⇒ =

−

1
1 2

2
�  

]ي   در بازهfپس    , )1   . پيوسته است2
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164-  [Kx] در نقاطي كه Kx برابر عدد صحيح شود ناپيوسته است؛ پس 
x

[ ]
2

x در  ,= 4  و 2
x

[ ]
3

x در  = 3 

xهاي پيوستگي در   مطابق قضيهfناپيوسته؛ از اين رو , ,= 2 3   . ناپيوسته است4
  

xاي  جمله سه  -166 mx+ +2 ∆اگر . گيريم  را در نظر مي3 < اي همواره مثبت و تابع  ملهج گاه علامت سه  ، آن�

  . تعريف شده و پيوسته خواهد بود�د ر

    m m∆ = − ⇒ ∆ < ⇒ − < <2 12 2 3 2 3�  

  

167-  [x] در 	ناپيوسته و  (x ي، ضرب تابع پيوسته در ناپيوسته مطابق قضاياي حد.  همواره پيوسته است2−(

  :از لحاظ پيوستگي وضعيت مشخصي ندارد و بايد ويژگي آن را بررسي نمود

    f پيوسته است2 در  .
x

lim f (x)
−→

= ⇒
2

  و  �
x

lim f (x)
+→

=
2

f  و  � ( ) =2 �  

    f ناپيوسته است1 در  .
x

lim f (x)
−→

= ⇒
1

  و  �
x

lim f (x)
+→

= −
1

f  و  1 ( ) = −1 1  

    fدر صفر پيوسته است  .
x

lim f (x)
+→

= ⇒
�

f  و  � ( ) =� �  

    f پيوسته است نا3 در .
x

lim f (x)
−→

= ⇒
3

f  و  2 ( ) =3 3  

  .ست ناپيوسته ا3 و 1 در نقاط fپس   

  

  . شود، ناپيوسته است	 عضو نقاط پيوسته و جزء صحيح آن در نقاطي كه تابع ي همهدر تابع خطي   -168

    
x

x x
=−

= ⇒ = + → =
1

3 1 1
3

	 �
	 	  

  

  

        : : : : دكارت دكارت دكارت دكارت     

ي ي ي ي     چه مهم است استفادهچه مهم است استفادهچه مهم است استفادهچه مهم است استفاده    آنآنآنآن. . . . داشتن يك ذ هن خوب كافي نيست داشتن يك ذ هن خوب كافي نيست داشتن يك ذ هن خوب كافي نيست داشتن يك ذ هن خوب كافي نيست 

        ....صحيح از آن است صحيح از آن است صحيح از آن است صحيح از آن است 
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  مشـتقهاي  فرمول 

  y k y (k )′= → = → ∈� �  -1  

  y x y′= → =1  -2  

  y ax b y a′= + → =  -3 

  n n
y ax y n a x

−′= → = 1  -4  

  u تابعي از xباشد .n n
y u y nu u

−′ ′= → = →1  -5 

  y sin x y cos x y sin u y u cos u′ ′ ′= → = → = ⇒ =  -6  

  y cos x y sin x y cos u y u sin u′ ′ ′= → = − → = ⇒ = −  -7  

  y tan x y tan x y tan u y u ( tan u)′ ′ ′= → = + → = ⇒ = +2 21 1  -8  

  ( )y cot x y cot x y cot u y u ( cot u)′ ′ ′= → =− + → = ⇒ = − +2 21 1   -9  

  n n
y sin x y n cos x sin x

−′= → = ⋅ 1   -10  

  n n
y cos x y n sin x cos x

−′= → = − ⋅ 1  -11  

  ( )n n
y tan x y n tan x tan x

−′= → = + 2 11  -12  

  ( )n n
y cot x y n cot x cot x

−′= → = − + 2 11 -13  

  u
y sin u y

u

− ′
′= → =

−

1

21
 -14  

  u
y cos u y

u

− ′−
′= → =

−

1

21
 -15  

  
u

y tan u y

u

− ′
′= → =

+

1
21

   -16  

  
u

y cot u y

u

− ′−
′= → =

+

1
21

   -17  

  
u.u

y u y
u

′
′= → =   -18  

  
u

y u y
u

′
′= → =

2
   -19  

  m n

m m n

nu
y u y

m u
−

′
′= → =   -20  

  y u v y u v v u′ ′ ′= ⋅ → = +   -21  

  
u u v v u

y y
v v

′ ′−
′= → =

2
   -22  

  
u

y y
u u

′−
′= → =

2

1
   -23  
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  مپنجفصل                                                  

   توابعمشـتق                               

  

fبا استفاده از تعريف مشتق مقدار مشتق تابع  -1 (x)
x

=
1

x را در =   . بيابيد4

f مشتق با استفاده از تعريف مشتق مقدار  -2 * (x) x= +3 x را در1 =   . بيابيد7

xي خط گذرنده از دو نقطه  -3 a=و x a h= y روي منحني+ x=اگر.ناميم  مي∆ را h → ، گاه آن �

  .يابيد را ب∆شيب خط

fي خط مماس بر منحني گيري، معادله بدون استفاده از قواعد مشتق  -4 (x)

x

=
+2

1

1
x را در  . بيابيد1=

fي خط قائم بر منحني گيري، معادله بدون استفاده از قواعد مشتق  -5 * (x) x= − x را در21 =
2

2
 . بيابيد

fاگر  -6 (x) x=،حاصلباشد 
h

f (x h) f (x h)
lim

h→

+ − −2� �

�

  . را بيابيد

براي تابع  -7
| x |

f (x)
| x |

− +
=

+

1 1

1
 حاصل

x

f ( x) f ( )
lim

x+∆ →

− ∆ −

∆

1 2 1

�

  . را بيابيد

اگر  -8
(x )f (x)

h(x)
( x )f ( x )

+
=

+ +

1

2 1 2 1
f باشد و   (x)مقـدار مـشتق تـابع        فر باشـد،  و غيرص ـ  پيوسته   در h  را بـا 

xاستفاده از تعريف مشتق در =  .به دست آوريد1−

مشتق تابع  -9 *
(x ) x

f (x)

( x )

− −
=

−

5

2

1 3 2

5 3
xي  را در نقطه   )83 –سراسري (  . بيابيد1=

  . مرتب كنيدترين  كمبهترين  ا از بيششده روي شكل ر ي داده چهار نقطهتابع در مشتق   -10

  

     

  
 

  .ترين مرتب كنيد كمبه ترين  شده روي شكل را از بيش ي داده چهار نقطهتابع در مشتق   -11 *

  

 

  

 

 با استفاده از تعريف مشتق حد عبارت  -12 *
x

x

−

−

4 2

4 1
x را وقتي →

1

4
  . بيابيد
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f چپ و راست تابعهاي  مشتق  -13 (x) x x x= − +2 4 x را در4 =   .بيابيد 2

f مشتق راست تابع  -14 * (x) x= − x را در3 =   .بيابيد 3

f هاي چپ و راست تابع مقدار مشتق  -15 (x) | sin x |= πرا در x =   . بيابيد�

f تابعپذيري مشتق  -16 * (x) sin x(x )= +2 xي  را در نقطه2 =   . بررسي كنيد�

fپذيري مشتق  -17 * (x) x= −3 x را در1  . بررسي كنيد1=

f ي خط مماس بر زاويه  -18 (x) | x |= x در1−   .ها بيابيد محور طولجهت مثبت با را  1=

f تابعaبه ازاي كدام مقدار   -19 (x) x | x | a | x |= − + −1 x در1   پذير است؟  مشتق1=

هاي چپ و راست تابع مقدار مشتق  -20
x x

f (x)
x x

+ ≥
= 

− + <

1

1

�

�
x را در =   . بيابيد�

هاي چپ و راست تابع مقدار مشتق  -21 *
x x

f (x)

x x

≥
= 

<
2

8

4

�

�

x را در   .  بيابيد1=

fي مشتق چپ تابع با ضابطه  -22 (x) x= − − 21 xي  در نقطه1 =   )89 –سراسري (  كدام است؟�

1(−
2

2
  2(− 2  3(

2

2
  4(2  

با توجه به شكل مقابل حاصل  -23
K

lim K(f ( ) f ( ))
K→∞

+ −
1

1   . را بيابيد1

  

  

  

  

yي مختصات كه موازي خط ي خطوط صفحه همه  -24 x= در كدام نقطه يكي از . كنيم  ميهستند را، رسم3

yها بر منحني اين خط x x= −2  گردد؟  مماس مي3

y تمام نقاط منحنيدر  -25 x= +2 اس، در كدام نقطه از منحني خط مم. كنيم هايي بر آن رسم مي  مماس2

  كند؟ از مبداء مختصات عبور مي

yيي خطوط مماس بر منحن همه  -26 x x= در كدام نقطه از منحني خط مماس از . كنيم  را رسم مي2+

)ي نقطه ,   ) با كمي تغيير85 –سراسري (  كند؟  عبور مي�1−(

  : باشدxاي مانند پذير در نقطه  تابعي مشتقfاگر   -27

g(x) ، تابعc و a ، bخواه ثابت كنيد به ازاي هر عدد دل   f (ax b) c= + xي  در نقطه+ ax b= +� 

gگردد و پذير مي مشتق (x) af (ax b)′ ′= +.  

g(x) وباشدپذير   مشتق تابعي باشد كه رويfاگر   -28 * f (x )= gگاه ثابت كنيد ، آن2 (x) xf (x )′ ′= 22.  
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اگر  -29
x

f (x)

x

−
′ =

+

2

2

1

5
f مشتق تابع باشد، ( )

x

1
x را در =

1

4
  . بيابيد

fاگر  -30 * (x) x′ = +2 y مشتق تابع باشد،1 f (x x )= −   . تعيين كنيدx را نسبت به 25

اگر  -31
h

f (x h) f (x)
lim

h
x→

+ −
=

+ 2

1

1�

f مشتق تابع (tan x)با شرط| x |
π

<
2

  )85 –سراسري (  . را بيابيد

fاگر  -32 * (x) g(x x)= −2 g و 3 ( )′ − =2 fمقدار.  باشد8 ( )′   . را بيابيد1

  .مشتق توابع زير را بيابيد  -33

    f (x) (x x )= − +3   * الف( 41

    
x

f (x)

(x )

+
=

−2 1

1

5 �
  *  ب( 

    f (x) x= −5   *  پ( 3

    f (x) x= −3 5   ت( 3

    f (x)

x

=
−6

1

5 3
  ث( 

    
x

f (x)
x

−
=

+

3 1

2
  *  ج( 

    f (x) ( x x)= + +2   *  چ( 141

    
x

f (x) ( )
x

−
=

−

2
41

3
  ح( 

    
x

f (x) ( )

x x

−
=

+

37
2

1 1�
  *  خ( 

    
(x ) (x )

f (x)

x x

+ −
=

+

2 2 3

2

1 3

5
  *  د( 

    f (x) x x= + −2     ذ( 21

    f (x) ( x )= + + − 2 31 1   ر( 1

    f (x) x x x= 34   *  ز( 2

)مشتق عبارت  -34 x )
x

−
3 2 216

x به ازاي =   )87 –سراسري (   كدام است؟8−

fاگر   -35 * (x) (x )(x ) ... (x )= − − −1 2 fمقدار .  باشد�1 ( )′   . را بيابيد1
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اگر   -36 *
x x

y

x

+ −
=

+

3

1 2

4 1

1
 و 

x x
y

x

− + −
=

+

5

2 2

4 1

1
 وجود y2 و y1هاي دو تابع  اي بين مشتق  چه رابطه

  دارد؟

yاگر   -37 * ( x a x)= + +2 z و �1 ( x a x)= + −2 yحاصل .  باشد�1 z z y′   . را بيابيد+′

fتابع  -38 * (x) x ax bx= + + +3 2 اي به طول   را طوري بيابيد كه منحني در نقطهb و a.  مفروض است2

x   .ها مماس باشد  بر محور طول1=

* 39-  mرا طوري بيابيد كه f (x) x x m= + +3  .ها مماس باشد  بر محور طول3

yخط  -40 K= را به موازات محورxفقط در يك نقطه بر منحنيتابريم  ها بالا و پايين مي 
x ax

y

x x

+ +
=

+ +

2

2

1

3
 

  . را بيابيدa. ودمماس ش

yدر چند نقطه اين خطوط بر منحني. كنيم ي مختصات را رسم مي خطوط افقي صفحه  -41 | x x |= +2 

  .)به كمك رسم حل كنيد(گردند؟  مماس مي

yطي در صفحه بيابيد كه از آن نقاط دو خط مماس بر سهميانق  -42 x= اين خطوط بر  بتوان رسم كرد و 2

  .هاي اين مساله را ترسيم كنيد اين مساله چند جواب دارد؟ مجموعه جواب. هم عمود باشند

  )تمرين كتاب درسي(     

fنقاط منحني  -43 (x)
x

= −
1

]ي  را در بازه , ]
4

1
1

3
xي روي منحني ازا اگر نقطه.  در نظر بگيريد =

4

1

3
 به 

xسمت ترين  ترين و كوچك  اختلاف بزرگهر نقطه مماسي بر منحني رسم كنيم،حركت كند و در 1=

  .ها را بيابيد مماس بر منحني با محور طولخط ي  زاويه

 اگر  -44
m

n, n ) f (x) x≠ =�(m,n   :گاه ثابت كنيد  آن باشد،∋
m

n
m

f (x) x
n

−
′ =

1
  

fمماس تابع ي بين دو نيم  زاويهتانژانت  -45 (x) cosax=  در مبداء مختصات برابر1−
4

3
چند مقدار براي .  است

aوجود دارد؟   

→f توابع  -46  : داريمy و xطوري كه به ازاي هر   به؛ مفروضند:→g و :

       

x

f (x y) f (x).f (y)

f (x) x g(x)

lim g(x)
→


+ =
= + ×

 =


1

1
�

  

  )المپياد ايران(   . x0ي دلخواه  در نقطهfمطلوب است مشتق   

fاگر  -47 * (x) x= − +
3

2
2

f، مشتق تابع (x f (x))ي ، در نقطهx =   )89 –سراسري (   كدام است؟2

  .موجود نيست) 4  صفر) 3  1) 2  1−) 1



 حسابان سال سوم آموزش متوسطه  190

 

 

  آهنگ تغييرات و يكنوايي  

  . نمودار افزايش مقاومت بتن با گذشت زمان به صورت زير است  -48

 .با كمك آهنگ تغييرات و خط مماس، رفتار آن را تحليل كنيد

  

كـدام يك از نمـودارهاي زير  .ريزيم رو با نرخ ثابت در هر دقيقه يك ليتر آب مي در ظرفي به شكل روبه  -49

  )83 –المپياد ايران (  زمان باشد؟ ي ارتفاع آب برحسـب دهنده تواند نشان مي

  

  

    )ب   )الف

  
  

  

   )ث   )ت   )پ

  

  .، بيابيد واحد باشد2آهنگ تغييرات مساحت يك مربع نسبت به محيط آن را، اگر طول ضلع مربع  -50

  .آهنگ تغييرات حجم يك مكعب نسبت به سطح آن را بيابيد  -51 *

cmاگر آهنگ افزايش شعاع يك دايره  -52 * / s1غييرات مساحت آن را نسبت به زمان بيابيد باشد، آهنگ آني ت.  

tي اي در لحظه بادكنكي كروي توسط تلمبه  -53 =  متر مكعب سانتي6 هر ثانيه در.كند  شروع به باد شدن مي�

πكند حجمي كه اين بادكنك تحمل ميحداكثر . شود هوا وارد بادكنك مي
32

3

� � �
متر مكعب   سانتي

 .است

   است؟قدر چهآهنگ تغييرات شعاع بادكنك نسبت به زمان در هر لحظه  )الف  

   است؟قدر چهآهنگ تغييرات مساحت سطح بادكنك نسبت به زمان در هر لحظه   )ب  

 درق چه) در هر مقداري از سطح بادكنك(آهنگ تغييرات شعاع بادكنك نسبت به سطح بادكنك   )پ  

  است؟

 قدر چهتركد، آهنگ تغييرات سطح بادكنك نسبت به شعاع بادكنك  در آخرين لحظه كه بادكنك مي  )ت  

  )تمرين كتاب درسي(  است؟

fي حركت متحركي معادله  -54 * (t) t t= − +3 3   گردد؟ در كدام لحظه سرعت متحرك صفر مي. باشد  مي2

مخروطي كه در رأس آن سوراخ بسيار ريزي تعبيه شده است، ي يك محلول، از يك ظرف  براي تصفيه  -55

 باشد و محلول با سرعت ثابت cm4 و شعاع آنcm16كه ارتفاع مخروط با فرض اين. كنيم استفاده مي

cm / s
است، سرعت كاهش ارتفاع محلول در cm8 از ظرف خارج شود؛ هنگامي كه ارتفاع محلول32

    قدر است؟ هظرف چ
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/اي كه شعاع يك حباب كروي صابون در لحظه  -56 * cm5و آهنگ تغيير حجم حباب� / cm / s
31 باشد؛ 6

 يابد؟ باب با چه سرعتي افزايش ميشعاع ح

/ واحد خطي موازي قاعده با سرعت28 و ارتفاع32ي اعدهدر مثلثي به طول ق  -57 2� واحد در ثانيه به رأس  �

ي اين  اي كه فاصله در لحظه. سازد هاي متشابه مي شود و با دو ضلع ديگر مثلث، مثلث مقابل نزديك مي

 )79 –سراسري (  ها كدام است؟  واحد شود، سرعت كاهش اين مساحت7خط تا رأس مقابل 

1(/ 7� �  2(/ 8� �  3(/14�  4(/16�    

 ي  همواره موازي صفحهPي   واحد، صفحه25كره به شعاع در يك نيم  -58 *

/قاعده با سرعت 4�  ي دو صفحه كه فاصله در حالي. شود از آن دور مي �

   وPي  حهـش مساحت دايره مقطع صفــرعت كاهـس. ـد استــ واح12

  كـره كدام است؟   نيم  

  )87 –سراسري (     

 :دهيم  قرار ميαها را متغير ي بين آن  و زاويه است5 و4ايم كه طول دو ضلع آن ثي ساختهمثل  -59

  . به دست آوريدα0ي  در زاويهαنسبت بهرا آهنگ تغييرات مساحت اين مثلث   )الف  

  ها، آهنگ تغييرات منفي است؟ در كدام زاويه  )ب  

  ها، آهنگ تغييرات مثبت است؟ در كدام زاويه  )پ  

  آمده چه ويژگي دارد؟  و در اين مساحت مثلث به دستدام زاويه، آهنگ تغييرات صفر استدر ك  )ت  

 )تمرين كتاب درسي(       

 است كه قابل تغيير از αي بين اين دو ضلع باشد و زاويه  مي3 و1و ضلع آنايم كه طول د مثلثي ساخته  -60

 . بناميدLطول ضلع سوم را .  راديان استπصفر تا

علامت آهنگ تغييرات چيست و .  را به دست آوريدα نسبت بهL و آهنگ تغييرات α را برحسبL  )الف  

  چه معنايي دارد؟

علامت آهنگ تغييرات چيست و .  را به دست آوريدL نسبت به α و آهنگ تغييراتLرا برحسب  α  )ب  

  )تمرين كتاب درسي(  چه معنايي دارد؟

صعودي و نزولي بودن تابع  -61
x x

y

x x

+
=

+ +

2

2 1
 . را بررسي كنيد

fصعودي و نزولي بودن تابع  -62 * (x) x x= − )ي  را در بازه24 , )− 2   . بررسي كنيد2

 را طوري بيابيد كهKحدود   -63 *
K cos x

f (x)
cos x

=
+1

)ي  در بازه , )πنزولي باشد� .  
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  مشتق توابع مثلثاتي  

fمشتق تابع  -64 (x)
sin x

=
1

x در
π

=
4

 . را بيابيد

fثابت كنيد مشتق تابع  -65 * (x) sin x= 2 sin برابرxي   در نقطه3 x3 6   .گردد  مي�

fثابت كنيد مشتق  -66 (x) tan x=ي  در نقطهxبرابر� 
tan x

tan x

+ 21

2
�

�

  .گردد  مي

      .ق توابع زير را بيابيدتمش  -67

    
tan x

f (x)
cos x

=
−1 2

* الف( 

    f (x) cos
x

= 3 2
  *  ب( 

    f (x) sin (x x )= +5   *  پ( 23

    f (x) sin x tan x= ×5   *  ت( 3

    f (x) tan

x

= 3
2

1
  ث( 

    f (x) sin(cos x   ج( =(

    
x

f (x) cot

x x

−
=

−

3

2

5
  چ( 

    
x

f (x) cos
x

−
=

+

2 3
1

2
  *  ح( 

    f (x) (sin x tan x )= + − 2   *  خ( 21

    
sin x

f (x) ( )
sin x

+
=

−

23
1

1
  د( 

fاگر  -68 (x) sin x=،مقدار مشتقباشد 
fof

f
2

x را در
π

=
2

  )82 –سراسري (  . بيابيد

fنمودار تابع   -69 (x) cos x= +1 2  ي  نقـاط واقـع در بـازه   ؟هـا دارد x مـوازي محـور   ي در چند نقطه مماس ـ 3

[ , ]
π2

3
  .  را بيابيد�

fي خطوط مماس بر منحني ترين زاويه ترين و كم بيش  -70 (x) sin x= را با جهت مثبت محور xها بيابيد.  

yي خطوط مماس بر     ترين زاويه   وكم  ترين  بيش  -71 * cot x=             را در صورت وجـود بـا جهـت مثبـت محـورx  هـا

  .بيابيد

fمقدار مشتق تابع  -72 (x) | cos x |= − x را در31
π

=
4

  . بيابيد
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  شتق تابع وارون مثلثاتيم  

f ثابت كنيد مشتق تابع  -73 (x) sin x
−= ]  از12 , ]−

1 1

2 2
]  بر روي , ]

π π
−

2 2
:  برابر است با

x− 2

2

1 4
  

fثابت كنيد مشتق تابع معكوس  -74 * (x) tan x= از( , )
π π

−
2 2

:  برابر است با  بر روي
x+ 2

1

1
  

  .مشتق بگيريد  -75

    f (x) sin ( cos x)
−= +1    الف( 1

    f (x) cos ( x) tan x
−= +1 23   *  ب( 5

    
sin x

f (x)

cos ( )
x

−

−

−
=

+

1 2

1

1
5

1
  پ( 

    
x

f (x) x sin
x

− +
=

−

2 1 1

1
  *  ت( 

    
x x

f (x) sin( ).sin ( )

x x

−− −
= 1

2 2

2 2
  ث( 

    f (x)

cos ( x ) x
−

=
− +1 2

1

2 1
  *  ج( 

    f (x) tan (x )
x

−= +1 1
  *  چ( 

    f (x) tan ( x) cot ( x)
− −= +1 13   *  ح( 3

    
tan (x)

f (x)

sin (x)

−

−
=

1

1
  *  خ( 

    f (x) cos (x )
−= + 1   د( 21

yخط مماس بر نمودار تابع  -76 tan x
−π

+ = −1 3 5
4

ها را با كدام y واقع بر آن محور2اي به طول  در نقطه

  )86 –سراسري (  كند؟ عرض قطع مي

fدامنه و برد  -77 (x) cos (cos x)
−= مودار آن را  را تعيين كنيد و نشان دهيد اين تابع متناوب است و ن1

 .ي نقاط تعيين كنيد ناپذير است و مشتق آن را در بقيه اين تابع در چه نقاطي مشتق. رسم كنيد

  )مشابه تمرين كتاب درسي(    

fتابع  -78 (x) x= −2 اگر از هر نقطه روي تابع خطي به مبداء وصل كنيم و شيب آن را . ريدي را در نظر بگ1

mي خط با محور  اويه بناميم، تغييرات زxها( )α را نسبت به تغييرات xبه دست آوريد .  
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yي خط مماس بر منحني زاويه  -79 * sin (x)
−= xاي به طول  در نقطه1 =

3

2
 را oy واقع بر منحني با محور 

  .بيابيد

اگر  -80
x

f (x)
x

−
=

+

1

1
f) مقدار باشد، ) ( )

− ′1  . را بيابيد2

fاگر  -81 * (x) x x= y و خط+ x a+ =4 f قائم بر نمودار تابع5
   كدام است؟aگاه   آن باشد،1−

  )86 –سراسري (  48)4  46)3  36)2  34)1

fاگر  -82 (x) x x , x= − >3 2 y و خط1 x m= f مماس بر نمودار�1+
  كدام است؟mگاه   آن باشد،1−

  )89 –سراسري (  18)4  16)3  14)2  12)1

fاگر  -83 * (x) x x= + +3 f) مقدار باشد،1 ) ( )
− ′1   . را بيابيد3

  

        89898989    –    90909090بندي حسابان در سال تحصيلي بندي حسابان در سال تحصيلي بندي حسابان در سال تحصيلي بندي حسابان در سال تحصيلي     بارمبارمبارمبارم
        

        نوبت دوم و شهريورنوبت دوم و شهريورنوبت دوم و شهريورنوبت دوم و شهريور        نوبت اولنوبت اولنوبت اولنوبت اول        هاهاهاها    فصلفصلفصلفصل

  4  10  اول

  4  10  دوم

  3  ---  سوم

  4  ---  چهارم

  5  ---  پنجم

  20  20  جمع

  

  

        : : : : دكتر هشترودي دكتر هشترودي دكتر هشترودي دكتر هشترودي    

        ....رسانند رسانند رسانند رسانند     مسـائل ، رگََهايي هستند كه به بدن رياضيات خون ميمسـائل ، رگََهايي هستند كه به بدن رياضيات خون ميمسـائل ، رگََهايي هستند كه به بدن رياضيات خون ميمسـائل ، رگََهايي هستند كه به بدن رياضيات خون مي
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   پنجمفصل پاسخ                                       

   توابعمشتق                                            

  

1-  
h h h

h

f ( h) f ( ) h h
f (x) f ( ) lim lim lim

h h hx → → →

− +
−

+ − + +′= ⇒ = = =

1 1 2 4

1 4 4 4 4 2 44
� � �

 

  
h

( h)
lim

h( h )( h )→

− +
=

+ + +

4 4

2 4 2 4�

 مزدوج صورت
h

h
lim

h h→

− +
= ×

+

2 4

2 4�

  

  
h

h
lim
→

−
=

� h2 h

lim
h ( h ) h ( h )→

−
=

+ + + + + +

1

4 2 4 2 4 2 4�

  

  
−

= = −
× ×

1 1

2 2 4 16
  

  

  

3-    
h h

f (a h) f (a) a h a
m lim lim

h h
∆

→ →

+ − + −
= =

� �

  

    
h

a h a a h a
lim

h a h a→

+ − + +
= ×

+ +�

  

    
h h

(a h) a
lim lim

h( a h a ) a h a a→ →

+ −
= = =

+ + + +

1 1

2� �

  

  

  

4-    

    
h h h

( h)

f ( h) f ( ) ( h) (( h) )
m f (x) f ( ) lim lim lim

h h hx → → →

− +
−

+ − + + + +
′= = ⇒ = = =

+

2

2 2

2

1 1 1 1

21 1 1 1 1 2 1 1
1

1 � � �

  

  
h h h

( h h) h( h ) h
lim lim lim

h(( h) ) h(( h) ) (( h) )→ → →

− + + − − − −
= = =

+ + + + + +

2

2 2 2

1 1 2 2 2

2 1 1 2 1 1 2 1 1� � �

  

    
−

= = −
2 1

4 2
  

    y y m(x x ) y (x ) y (x )

( )

− = − ⇒ − = − − ⇒ − = − −
+2

1 1 1 1
1 1

2 2 21 1
� �

  ي مماس معادله : 

    y x⇒ = − +
1

1
2
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6-    
h h

x h x h x h x hf (x h) f (x h)
lim lim

h h x h x h→ →

+ − − + + −+ − −
= ×

+ + −

2 22

2

� � � �� �

� �
� �

  

    
h

(x h) (x h)
lim

h( x h x h )→

+ − −
=

+ + +

2

2
� �

�
� �

  

    
h

h
lim

h( x h x h ) x→

+ +
= =

+ + +

3 3

2 2�
� � �

  

  

  

  :نكته  

  
h

f (x mh) f (x nh)
lim (m n)f (x )

h→

+ − +
′= −� �

�

�

  

  
  

  

  

7-    
x x

| ( x) |

f ( x) f ( ) | x |
lim lim

x x+ +∆ → ∆ →

− ∆ − +
−

− ∆ − − ∆ +
=

∆ ∆

1 2 1 1 1

1 2 1 1 2 1 2

� �

  

∆xكه با توجه به اين   −x است و0< ∆1   :داريم. گردد  عددي مثبت مي2

    
x x

x ( x)x

( x)x
lim lim

x x+ +∆ → ∆ →

∆ + − − ∆∆ +
−

− ∆− ∆= =
∆ ∆

2 1 12 1 1
2 12 2 2

� �

  

    
xx

x

( x)
lim lim

x ( x)+ ∆ →∆ →

∆

− ∆
= = =

∆ − ∆

3

3 32 1

2 1 2�
�

 

 

8-    
x x

(x )f (x)

(x )f (x) h(x) h( ) ( x )f ( x )
h(x) h ( ) lim lim

( x )f ( x ) x ( ) x→− →−

+
−

+ − − + +
′= ⇒ − = =

+ + − − +1 1

1

1 1 2 1 2 1
1

2 1 2 1 1 1

�

 

    
f (x) f ( )

( x ) f ( x ) f ( )

−
= = = −

+ + − −

1
1

2 1 2 1 1
  

  

  :نكته  

 كند، كافي است فقط از اي كه تابع را برابر صفر مي براي مشتق گرفتن از تابع در نقطه

  : طور مثال در همين سوال به. عامل صفركننده مشتق بگيريم

  
f ( )

f ( )

−
= −

− −

1
1

1

(x ) f (x) f (x)
h( )

( x )f ( x ) ( x )f ( x )

′+
− = =

+ + + +

1
1

2 1 2 1 2 1 2 1
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شده  هاي خطوط مماس بر منحني در نقاط داده با توجه به شيب  -10

  .اند  ترتيب زير مرتب شدههبينيم كه شيب خطوط ب مي

    C A B D∆ > ∆ > ∆ > ∆  

كه شيب خط مماس در هر نقطه، همان مشتق  ا توجه به اينپس ب  

  :پس. تابع است

    (C) (A) (B) (D)f f f f′ ′ ′ ′> > >    

  

13-    
x x

x x x x | x |
f (x) x x x f ( ) lim lim

x x− −
−

→ →

− + − −
′= − + ⇒ = =

− −

2
2

2 2

4 4 2
4 4 2

2 2

�

  

    
x x

x(x )
lim lim x

x− −→ →

− −
= = − = −

−2 2

2
2

2
  

    
x x

x x x x | x |
f ( ) lim lim

x x+ +
+

→ →

− + − −
′ = =

− −

2

2 2

4 4 2
2

2 2

�

    

    
x x

x(x )
lim lim x

x+ +→ →

− −
= = − = +

−2 2

2
2

2
  

xتابع در   =   .باشد پذير نمي  مشتق2

  

15-    
x

| sin x |
f (x) | sin x | f ( ) lim

x−
−

→

π −
′= π ⇒ =

−
�

�

�

�

  

x وقتيxπكه با توجه به اين  
−→ −گردد، برابر   مي�

  .شود  مي�

  :م و داريگردد  منفي ميسينوس پسگيرد  زاويه در ربع چهارم قرار ميدر نتيجه   

    
x x

sin x sin x
lim lim

x x− −→ →

− π π
= = − × π = − × π = −π

π
1

� �

 

x وقتيxπكه با توجه به اين  
+→ +گردد، برابر   مي�

  .شود  مي�
x

| sin x |
f ( ) lim

x+
+

→

π −
′ =

−
�

�

�

�

    

  .گردد  ميثبتم سينوس وگيرد   قرار مياولپس زاويه در ربع   

    
x

sin x
lim

x+→

π
× π = × π = π

π
1

�

  

xتابع در   =   .باشد پذير نمي  مشتق�
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18-    
x x

| x | | x | | x |
f (x) | x | m f ( ) lim lim

x x | x |→ →

− − − −
′= − ⇒ = = = ×

− − −1 1

1 1 1
1 1

1 1 1

�

  

    
x

| x |
lim

(x ) | x |→

−
=

− −1

1

1 1
  

    
x x

x x

| x |
lim lim

(x ) | x | | x |

| x |
lim lim

(x ) | x | | x |

+ +

− −

+
→ →

+
→ →

−
= = = +∞ − − −

= 
− − − = = = −∞

 − − −

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

�

�

  

  

يت ميل نها ولي چون شيب خط مماس بر منحني به بي. باشد پذير نمي بنابراين در اين نقطه تابع مشتق  

ها برابر ي آن با محور طول گردد و زاويه مي پس خط مماس نيز قائم كند، مي
π

2
  .شود مي

  

  :نكته  

ها  باشند و مماس در آن پذير نمي هايشان مشتق طور كلي توابع راديكالي در ريشه به

  .گردد ها مي موازي محور عرض

    

  

xبع دربا توجه به پيوستگي تا  -19 f  : داريم1= (x) x | x | a | x | | x |(x a)= − + − = − +1 1 1  

    
x x x

f (x) f ( ) | x | (x a) (x )(x a)
f ( ) lim lim lim

x x x− − −
−

→ → →

− − + − − − +
′ = = =

− − −1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

�

  

    ( a) a= − + = − −1 1  

    
x x x

f (x) f ( ) | x | (x ) (x )(x a)
f ( ) lim lim lim

x x x+ + +
+

→ → →

− − + − − +
′ = = =

− − −1 1 1

1 1 5 1
1

1 1 1

�

  

    
x

lim x a a
+→

= + = +
1

1  

xكه تابع در با توجه به اين   f بايدپذير است،  مشتق1= ( ) f ( )− +′ ′=1   : باشد و داريم1

    a a a a− − = + ⇒ = − ⇒ = −1 1 2 2 1  

  :نكته  

fتابع (x) | x |= xدر1− g(x)ناپذير است ولي مشتق1= (x )| x |= − −1 x در1 =1 

ناپذيرند، مگر  ي قدر مطلق مشتق قي در ريشهيعني توابع قدر مطل. پذير است مشتق

  .ها باشد اي كنار آن عامل صفركننده

fبنابراين در اين سوال كه (x) (x a)| x |= + a است، بايد1− = باشد تا تابع 1−

xدر   .پذير گردد  مشتق1=
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xبا توجه به پيوستگي تابع در  -20   : داريم0=

    
x x x

f (x) f ( ) x x
f ( ) lim lim lim

x x x− − −
−

→ → →

− − + − −
′ = = = = −

−

1 1
1

� � �

�

�

�

  

    
x x x

f (x) f ( ) x x
f ( ) lim lim lim

x x x+ + +
+

→ → →

− + −
′ = = = =

−

1 1
1

� � �

�

�

�

  

  

xبا توجه به پيوستگي تابع در  -22   : داريم0=

    
x x x

( x )x x x
f ( ) lim lim lim

x x
x x x

− − −−
→ → →

− −− − − − − + −
′ = = × =

−
+ − + −

22 2 2

2 2

1 11 1 1 1 1 1

1 1 1 1� � �

�

�

�

  

    
x x x

x x
lim lim lim

x x x x x
− − −→ → →

− − − −
= = = = =

+ − + − + −

2

2 2 2

1 1 2

22
1 1 1 1 1 1� � �

  

  

23-  

    
x x

f ( x) f ( )
lim (f ( x) f ( )) lim f ( )

x x∆ → ∆ →

+ ∆ −
′+ ∆ − = =

∆ ∆

1 1 1
1 1 1

� �K

lim K(f ( ) f ( ))
K→∞

+ −
1

1 1  

  f ( )′   :يعني . x به تغييرات yت  كه عبارت است از تغييراباشد  همان شيب خط مماس مي1

    
y

f ( ) m
x

∆
′ = = =

∆

2
1

3
  

  

24-    
y x y

y y x x x
y xy x x

= ′ =
′ ′⇒ ⇒ = ⇒ = − ⇒ = ⇒ = 

′ = −= − 
2

3 3
3 2 3 2 6 3

2 33
 

xگذاري با جاي   = y در3 x x= −2 y  :  داريم3 ( ) ( )= − =23 3 3 � 

 

x)ي نقطه  -25 ,x )
2

� �
س ي خط مما كنيم و معادله  را روي منحني فرض مي

  :نويسيم در اين نقطه را مي

    y y f (x )(x x ) y (x ) x (x x )′− = − ⇒ − + = −2 2 2
� � � � � �

  

گذرد، پس به جاي  كه اين خط از مبداء مختصات مي با توجه به اين  

(x , y)ي  نقطه( , )�   :دهيم  را قرار مي�

    (x ) x ( x ) x x x x− + = − ⇒ − − = − ⇒ = ⇒ = ±2 2 2 22 2 2 2 2 2
� � � � � � �

� �  

)گذرد اي كه مماس در آن از مبداء مي  پس نقطه   , )± 2   .باشد  مي4

x

y

(x ), x
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)ي  گونه سوالات نقطه    كلي براي حل اين   طور  به  -26 , f ( ))α α  بـا منحنـي در نظـر        ممـاس  خـط    تلاقـي ي   نقطهرا

  :نويسيم ي مماس را به صورت زير مي گيريم و معادله مي

    y f ( ) f ( ) (x )′− α = α − α  

پيدا شود و با حل آن مقدار  αدهيم تا يك معادله برحسب  قرار ميy و xشده را به جاي  ي داده سپس نقطه  

αيابيم  را مي.  

    
( , )

y ( ) ( ) (x ) ( )( )
−

− α + α = α + − α →− − α − α = α + − α
12 22 1 1 2 1

�

�  

    ⇒ − − α − α = − α − α2 21 2  

    ⇒ α − = ⇒ α = ±2 1 1�  

    
( , ) ( , )

( , ) ( , )

 α α + α = −
⇒ 

 α α + α =

2

2

1

1 2

�

  

  

  .گردد  پيوسته مي نيز روي gبنابراين .  پيوسته نيز خواهد بودپس روي . پذير است  مشتق در fچون   -28

    
x x x x

g(x) g(x ) (f (ax b) c) (f (ax b) c)
g (x) lim lim

x x x x→ →

− + + − + +
′ = =

− −
� �

� �

� �

  

    
x x x x

f (ax b) f (ax b) a(f (ax b) f (ax b))
lim lim

x x ax ax→ →

+ − + + − +
= =

− −
� �

� �

� �

  

    
x x

a(f (ax b) f (ax b))
lim a f (ax b)

(ax b) (ax b)→

+ − +
′= = × +

+ − +
�

�

�

�

  

afپذير بوده و مشتق آن برابر  نيز مشتقgپس تابع    (ax b)′ +
�

  .گردد  مي

  

f]  :طور كلي داريم به  -30 (u)] u f (u)′ ′ ′=  

    
( )

f ( )

( )

−
′− = − × = − = −

+

2

2

2 1 3
4 2 4 4 4

35 2
 x

[f ( )] ( ) f ( ) f ( )
xx x x x

−

′ ′ ′ ′= =

1

1 1 1 12
�

  

    

32-    
h

f (x h) f (x)
lim f (x)

h
x x→

+ −
′= ⇒ =

+ +2 2

1 1

1 1�

  

    [f (tan x)] ( tan x).f (tan x) ( tan x) tan x

tan x

′ ′= + = + × = +
+

2 2 2

2

1
1 1 1

1
  

    | |
cos xcos x

= =
2

1 1
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33-    

    f (x g(x)) g( x) ( x g (x))f (x g(x)) g ( x)′ ′ ′− = ⇒ − − =2 23 2 3 3  

    
x

( g ( ))f ( g( )) g ( ) ( )f ( )
=

′ ′ ′ ′→ − − = ⇒ − − = ×
1 1

3 1 3
2 2

�

� � � � � �  

    f ( )′⇒ − = −1 3  

  

34-    

    f (x) x ( x ) f (x) ( x ) ( )

( x )

−
′= − = − ⇒ = − × =

−

1 2
3 3 3

23

1 5
5 3 5 3 5 3 5

3 3 5 3
  ت( 

    f (x) ( x ) f (x) ( x ) ( )

x

− −
′= = − ⇒ = − − ×

−

1 7

6 6
6

1 1
5 3 5 3 5

65 3
  ث( 

    

x
( x) ( ) x

x x x
f (x) ( ) f (x) ( )

x x ( x)

− − − −
− − −′= ⇒ = ×

− − −

2
2 2 2

4 3
2

2
3 1 1

1 1 2 14
3 3 3

  ح( 

    

x
x

x
f (x) x x f (x)

x x

−
+

−′= + − ⇒ =

+ −

2
2 2

2 2

2
2

2 11

2 1

    ذ( 

    

x

x

x
f (x) ( x ) f (x) ( x )

x

−
+

−+

+ −
′= + + − ⇒ = + + − ×

+ + −

2

2
2 3 2 2

2

2

2 1

2 1 1
1 1 1 3 1 1 1

2 1 1 1

�

�

    ر( 

  

  

35-    

    y ( x ) ( x ) y ( x ) ( x )
x x x x

−−
′= − = − ⇒ = − −

2 2 1
3 2 2 23 3 3

2

16 16 16 16 2
2

3
  

    y ( ( ) )( ( ) )

−
−

′ = − − − −
−

2 1

3 316 16 2
2 8 8

8 64 3
  

    ( )( )= − − − + = − = −
1 1 12

2 2 4 1
4 3 12
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38-    

  
x ax ( x a)(x x ) ( x )(x ax )

y y

x x (x x )

+ + + + + − + + +
′= ⇒ =

+ + + +

2 2 2

2 2 2

1 2 3 2 1 1

3 3
  

    
( a)x x ( a )

( a)x x ( a )

(x x )

− + + −
= = ⇒ − + + − =

+ +

2
2

2 2

1 4 3 1
1 4 3 1

3
� �  

ي آخر مخالف صفر است پس بايد  دله فقط بايد يك ريشه داشته باشد و دلتاي معادلهكه معا با توجه به اين  

xضريب
−aصفر شود تا معادله بتواند يك ريشه داشته باشد پس2 =1 a ، يعني� =1.  

  

39-   

  

  

      y | x x |⇒ = +2    y x x= +2  

  

كه منحني  ها به دليل اين د و در روي محور طولنگرد خطوط افقي فقط در يك نقطه بر منحني مماس مي    

  .گردد گردد خط افقي بر منحني مماس نمي نوك تيز مي

  

  

)ي ي خط واصل نقطه شيب معادله  -40 , )α α2و (x , y)نويسيم را مي:  

    
y

m
x

α −
=

α −

2

  

  α2 يعنيαدانيم اين شيب برابر است با مشتق تابع در از طرفي مي  

  :پس داريم  

    
y

y x x y
x

α −
= α ⇒ α − = α − α ⇒ α − α + =

α −

2
2 2 22 2 2 2 �  

  .باشد  ميα′ وαهاي اين معادله حاوي ريشه  

′mmدانيم از طرفي مي   = ) يعني1− )( )′α α = −2 2 αα′ يعني1 = −
1

4
ها يعني   كه اين همان ضرب ريشه

c

a
xي  معادله yα − α + =2 2   :پس. باشد  مي�

    
c y

y
a

= − ⇒ = − ⇒ = −
1 1 1

4 1 4 4
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41-    

    

f ( )

( )f (x) f (x)
x x

f ( )
( )


′ = =


′= − ⇒ = ⇒ 


′ = =



4

24
2

1 1
3

13
1 1

3

1
1 1

1

  

  .باشد  مي1ترين مقدار مشتق نيز برابر   و كم3ترين مقدار مشتق بنابراين بيش  

مشتق در يك نقطه برابر شيب خط مماس و شيب جايي كه  از آن  

  . باشد ها مي ي خط با محور طول  زاويهtanخط مماس نيز 

  :بنابراين داريم  
tan

tan

π
β = ⇒ β =

 π
 α = ⇒ α =


1
4

3
3

    

|  :پس   |
π π π

α − β = − =
3 4 12

    

  

42-    

m

n m n m n mnf (x) x f (x) x (f (x)) x nf (x).(f (x)) mx
− −′= ⇒ = ⇒ = ⇒ =1 1  

    

mn m mn n mn m
m m m m

n n

n m mn m

nn n

mx mx m x m m
f (x) x x

n n nn(f (x))

n(x ) x

− − − +− − − − −

− −
−

′ = = = = =
1 1 1 1

1
1

  

    

m n m

n n
m m

x x
n n

−
−

= =
1

  

  

43-    
x x x x

| x | x

f (x) f ( ) x x
f ( ) lim lim lim lim

x x x x− − − −
−

→ → → →

−
−

− −
′ = = = = +∞

− −

3 3

3

1

� � � �

�

�

�

� �

  

    
x x x

x

f (x) f ( ) x
f ( ) lim lim lim

x x x+ + +
+

→ → →

−
−

′ = = = +∞
−

3

3

1

� � �

�

�

�

�

  

    

xبنابراين هم مشتق چپ و هم مشتق راست تابع در     =      بنـابراين، ممـاس خطـي قـائم    . باشد  مي∞+ برابر �

  .باشد كه به صورت       مي است
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45-    f (x) cosax= −1  

  
x x x

f (x) f ( ) cosax cosax cosax
f ( ) lim lim lim

x x cosax x cosax→ → →

− − − + −
′ = = × =

− + +

1 1 1

1 1� � �

� �

�

�

  

  
x x

cosax cosax cos ax
lim lim

cosaxx cosax x( cosax )( cosax )→ →

− + −
= × ==

++ + +

21 1 1

11 1 1� �

  

  
x

sin ax a
lim

x cosax cosax| sin ax |
lim

sin ax ax( cosax )( cosax)
lim

x cosax cosax

+

→
−

=
+ +

=
− −+ + =

+ +

0

21 1

1 1

21 1

�

�

  

  : عبارت است از′m وmهاي  ي بين دو خط با شيب زاويه  
m m

tan | |
mm

′−
α =

′+1
  

هاي پس براي شيب  
a

2
 و

a
−

2
    : داريم

  

a a
( )

a
tan | | | | | a | | a |

a a a( )

− −
α = ⇒ = ⇒ = −

+ − −

2
2

42 2 3 4
31 12 2 4

  

    

a
a a a a

a

a
a a a a

a

 =
− = ⇒ + − = ⇒ 

= − 
⇒ ⇒ 

= − 
− = − ⇒ − − = ⇒ 

= 

2 2

2 2

1
4 3 3 4

4

1
4 3 3 4

4

�

�

  

  

46-    
x x

f (x x) f (x ) f (x )f ( x) f (x ) f (x )(f ( x) )
f (x ) lim lim

x x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆ − ∆ −
′ = = =

∆ ∆ ∆

1
� � � � �

�

� �

  

    
x x x

f (x)( xg( x) )
lim lim f (x )g( x) f (x ) lim g( x)

x∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ ∆ −
= = ∆ = × ∆

∆

1 1
� �

� � �

  

    f (x ) f (x )= × =1
� �

  

  

جه ها متو ي شيب آن با رسم مماس بر منحني تابع و مقايسه  -48

شويم كه شيب خطوط مماس بر منحني در حال كاهش  مي

يعني سرعت افزايش مقاومت بتن با گذشت زمان كاهش . باشد مي

  .يابد مي

 . وجود داردa مقدار براي 4
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يابد پس سرعت افزايش ارتفاع  كه با افزايش ارتفاع در خمره ابتدا حجم ظرف افزايش مي با توجه به اين  -49

سپس با كم شدن مجدد حجم خمره سرعت افزايش . رسدترين شعاع مقطع خمره ب يابد تا به بزرگ كاهش مي

  .استصحيح » ب « ي  بنابراين گزينه. يابد تري افزايش مي سرعت بيشبا  hتر شده و  ارتفاع بيش

  

50-    
S x

P P P x xS x
S ( ) S ( )

P
P x x


=  =

′⇒ ⇒ = ⇒ = = = = = = 
= =



2
2

2 4 2
2 1

4 16 8 8 2 24
4

  

  

t  )الف  -53 t t tV r V r r r r r

r

′ ′ ′ ′= π ⇒ = π ⇒ = π ⇒ =
π

3 2 2
2

4 6
4 6 4

3 4
  

t  )ب   t tS r S r r S r
rr

′ ′ ′= π ⇒ = π ⇒ = π × =
π

2
2

6 12
4 8 8

4
  

  )پ  

S

S
S r r r

S

′

π
′= π ⇒ = ⇒ =

π

π

2 4
4

4
2

4

  

rV  )ت   r r r r S r ( )′= π ⇒ π= π ⇒ = ⇒ = ⇒ = π = π = π3 3 34 32 4
8 2 8 8 2 16

3 3 3

� � �

� �� � � �  

  

55-    
h r h

r= ⇒ =
16 4 4

  

    
h h

V r h ( ) h
π

= π = π =
3

2 21 1

3 3 4 48
  

    
t t

t

h h ( ) h
V

′ ′π π
′ = ⇒ − =

2 23 3 8
2

48 48
  

    th cm
− −

′ = =
π π

2 1

4 2
  

  

57-    
h L

L h= ⇒ =
8

27 32 7
  

    S L h ( h)h h= = = 21 1 8 4

2 2 7 7
  

    t t tS h h S ( )( / ) /′ ′ ′= ⇒ = − = −
8 8

7 2 16
7 7

� � �  
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S  )الف  -59 sin S sin S cosα′= × × α ⇒ = α ⇒ = α
1
5 4 1 1

2
� �  

S  )ب   cos cosα′ = α < ⇒ α < → ° < α < °1 9 18� � � � �  

S  )پ   cos cosα′ = α > ⇒ α > → < α < °1 9� � � � �  

tS  )ت   cos cos′ = α = ⇒ α = → α = °1 9� � � �    

    

60-    L ( )( )cos L cos= + − α ⇒ = − α2 2 2 21 3 2 1 3 1 6�  

    
L cos

L
cos


= − α

⇒  −
 α =


2

1 6

1

6

�

�

  

   )الف  
sin

L
cos

α
+ α

′ =
− α

6

1 6�
  

  .يابد  نيز افزايش ميL مقدار α معني است كه با افزايشمثبت به اين علامت    

L    )ب   L

L L L
sin L

sin
cos L

( )

+ + +
′ ′−α × α = − ⇒ α = = =

α − α −
−

2 2
2

2 2 2
2

1 1
1

6

�

  

  .يابد افزايش مينيز  αمقدار Lعلامت مثبت به اين معني است كه با افزايش     

  

61-    
( x )(x x ) ( x )(x x) x

y

(x x ) (x x )

+ + + − + + +
′ = =

+ + + +

2 2

2 2 2 2

2 1 1 2 1 2 1

1 1
  

xعلامت مشتق به علامت   +2 x اگر. بستگي دارد1 > −
1

2
 و تابع باشد مي نيز مثبت ′y مثبت بوده و، باشد

xصعود خواهد نمود و اگر < −
1

2
x باشد، عبارت +2 گردد كه   مي′yشدن علامت و باعث منفي منفي شده 1

  .بودن تابع دارد نشان از نزولي

، نه ندا ي خود صعودي و در برخي جاهاي ديگر نزولي طور كلي به اين توابع كه در برخي نواحي از دامنه به  

  .گويند صعودي و نه نزولي مي
  

64-    

    
h h

sin( ) sin( h)

f ( h) f ( ) sin( h) sin sin .sin( h)

f ( ) lim lim
h h h→ →

π π
− +

−
π π π π π π

+ − + +
π

′ = = =

1 1 4 4

4 4 4 4 4 4
4 � �
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h

h
sin( ) sin( h) sin

lim

h.sin .sin( h)
→

π π
− + − ×

= =
π π

+

2
4 4

4 4
�

h

cos( )

h

π
+

× 2
2 2

h

h
cos( )

lim

. .sin( h) sin( h)
→

π
− +

=
π π

+ +

4 2

2 2

2 4 2 4

�

 

 

  

.

−

= = −

2

2 2
2 2

2 2

 

  

مزدوج    -66
x x x x

tan x tan xf (x) f (x )
f (x) tan x f (x ) lim lim

x x x x→ →

−−
′= ⇒ = = ×

− −
� �

��

�

� �

  

    
x x

tan x tan x
lim

(x x )( tan x tan x )→

−
=

− +
�

�

� �

  

    
x x

sin x sin x

cos x cos x
lim

(x x )( tan x tan x )→

−

=
− +

�

�

�

� �

  

    
x x

sin x cos x cos x sin x

cos x cos x
lim

(x x )( tan x tan x )→

−

=
− +

�

� �

�

� �

  

    
x x

sin(x x )

lim
→

−

=
�

�

cos x cos x

(x x )−

�

�
( tan x tan x )+

�

  

    
x x

cos x cos x cos x tan x
lim

tan x tan x tan x tan x→

+
= = =

+

2 2

11

1

2 2
�

� � �

� � �

  

    

67-   

    
x

f (x) tan f (x) tan ( tan )

x x x x

−
′= ⇒ = +3 2 2

2 4 2 2

1 2 1 1
3 1
�

  ث( 

    f (x) sin(cos x ) f (x) sin x cos(cos x )
x

′= ⇒ = − × ×
1

2
  ج( 

    
x x x

f (x) cot f (x) ( ) ( cot )

x x x x x x

− − −
′ ′= ⇒ = − +

− − −

3 3 3
2

2 2 2

5 5 5
  چ( 1

    

(x x) ( x ) (x )

(x ) (x )
( cot )

(x x) x x

− − − −
− −

= − +
− −

2 3
23 3

2
2 2 2

1
2 1 5

3 5 5
1  
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sin x sin x

f (x) ( ) f (x) ( )
sin x sin x

+ +
= ⇒ =

− −

2
2 33

1 1

1 1
  د( 

    
cos x(sin x ) cos x(sin x ) sin x

f (x) ( )( )
sin x(sin x )

−− − + +
′⇒ =

−−

1

3
2

2 1 1 1

3 11
  

  

68-    
fof sin(sin x)

f (x) sin x y (x)

f sin x

= ⇒ = =
2 2

  

  �

cos x cos(sin x).sin x ( sin x cos x)sin x(sin x)
y

sin x

−
′ =

2

4

2
  

  

69-    f (x) cos x f (x) sin x sin x′= + ⇒ = ⇒ − × = ⇒ =1 2 3 2 3 3 3� � �  

    

k x

k
x k x k x

k x


= ⇒ =


π π

⇒ = π⇒ = ⇒ = ⇒ =


π
= ⇒ =

3 1
3 3

2
2

3

� �

  

  

70-    f (x) cos x′= f شيب مماس= (x) sin x= ⇒  

tan برابر1گردد؛ كه شيب  مي1−ترين مقدار آن برابر  و كم1ترين مقدار شيب برابر بيش  
π

4
 1− و شيب 

)tanبرابر )
π

−
4

ي خطوط مماس ترين زاويه لذا بيش. باشد  مي
π

4
حور ي خطوط مماس با م ترين زاويه  و كم

ها طول
π

−
4

  . است

  

xدر اطراف  -72
π

=
4

cosر مقدا x−   : عبارتي مثبت است؛ پس نيازي به قدر مطلق ندارد و داريم31

    
x

f (x) | cos x | cos x f (x) cos x sin x f ( ) cos .sin

π
= π π π

′ ′= − = − ⇒ = → =3 3 2 241 1 3 3
4 4 4

  

    ( ) ( )= =22 2 3 2
3

2 2 4
  

  

73-    f (x) sin x y sin x sin y x
− −= ⇒ = ⇒ =1 12 2 2  

  y cos y y
cos y

sin y ( x) x

′ ′⇒ = ⇒ = = = =
− − −2 2 2

2 2 2 2
2

1 1 2 1 4
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75-  

    
sin x

f (x) sin ( cos x) f (x)

( cos x)

− −
′= + ⇒ =

− +

1

2
1

1 1
   الف( 

    
sin x

f (x)

cos ( )
x

−

−

−
=

+

1 2

1

1

5
1

  پ( 

    

x

( )
x x( cos ( )) sin x

x
( x ) ( )

x
f (x)

( cos ( ))
x

− −

−

− −
− + − −

− − −
′ =

+

2 21 1 2

2 2 2

1 2

2 5

52 1 1 1
5

1 1 1

5
1

  

    
x x

f (x) sin( ).sin

x x

−− −
= 1

2 2

2 2
  ث( 

    

x x(x )

x x(x ) x x xx
f (x) cos sin ( ) sin( )

xx x x x
( )

x

−

− −

− − − − −
′ = × +

−
−

2

2 41
4 2 2 2

2
2

2 2

2 2 2 2 2

2
1

  

    

x

x

cos (x )
f (x) cox x f (x)

cos (x )

−
−

−

−

′= + ⇒ =

+

2

1 2
1 2

1 2

2

1

2
1

2 1

  د( 

  

76-    
( )

y tan x y tan ( ) y tan y y
− − −π π π π π

+ = − ⇒ + = − ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =1 1 1
13 5 3 2 5

4 4 4 4 4
�  

    
xx

y y
x ( x )( x )

=−′ ′= = → =
− −+ −

2

2

3

3 32 3 5

42 3 5 3 41 3 5
  

    y y m(x x ) y (x )− = − ⇒ − = −
3

2
4� �

  خط مماس : �

  :تلاقي با محور عرض  

    x y ( )= ⇒ = − − =
3 3

2
4 2

� �    
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77-    f (x) cos (cos x)
−= 1  

    fD   دامنه  :

    fR :[ , ]π0  برد  

  

cosي كهجاي و از آن   (cos(x )) cos (cos x)
− −+ π =1 ي تناوب   پس تابع متناوب بوده و دورهباشد،  مي12

    . استπ2آن

    
sin x sin x

f (x)
| sin x |

cos x

−
′ = − =

− 21
  

xو تابع در   k= π باشد پذير نمي مشتق.  

f  :ديگر نمودارهاي اين توابع   (x) sin (sin x)
−= 1  

 

 

 

    f (x) tan (tan x)
−= 1  

  

    

  

    f (x) cot (cot x)
−= 1  

      

  

  

  

78-      

    

x x
x

y x x x
tan ( tan )

x x x x
x ( ( ) )

x

−
+ −

− − −′ ′α = = ⇒ α + α = ⇒ α =
−

+

2 2
2

2 2 2
2

2 2
2 2

2 1
1

1 1 11
1

1

  

    

x

x

x x
x ( )

x

−

−= =
− −

2

2

2 22
2

2 1

11

2 1 1
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80-  
x

x x x
x

−
= ⇒ − = + ⇒ = −

+

1
2 1 2 2 3

1
  

    (f ) ( )
f ( )

(x ) ( )

− ′ = = = =
′ −

+ − +

1

2 2

1 1 1
2 2

2 23

1 3 1

  

  

fشيب خط مماس بر منحني  -82
x) نظيري  در نقطه1− , y) f∈ رويf

برابر است با 1−
1

1�
  :و داريم 

    (f ) (y) f (x)
f (x) f (x)

− ′ ′= ⇒ = ⇒ =
′ ′

1 1 1 1
1

1
�

�

  

    f (x) x x f ( ) ( )′ = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = − =2 31 3 2 1 2 2 2 2 2 4� �  

    ( , ) f ( , ) f y x m ( ) m m
−∈ ⇒ ∈ ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =12 4 4 2 1 1 2 4 16� �  

  

  :نكته  

  . مثلثاتي اين دايره را به خاطر بسپريدبراي به خاطر سپردن مشتق توابع

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 : : : : داوينچـي داوينچـي داوينچـي داوينچـي      

        كه كه كه كه     توان واقعي دانست مگر اينتوان واقعي دانست مگر اينتوان واقعي دانست مگر اينتوان واقعي دانست مگر اين    هيچ دانشي را نميهيچ دانشي را نميهيچ دانشي را نميهيچ دانشي را نمي

        ....به صورت رياضي نوشته شود به صورت رياضي نوشته شود به صورت رياضي نوشته شود به صورت رياضي نوشته شود 

sinx

cosxcosx
_

sinx
_
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  دقيقه150  :مدت امتحان   صبح8  :ساعت شروع  رياضي و فيزيك: ي رشته  حسابان: سوالات امتحان هماهنگ درس

 1390 / 3 / 8 :تاريخ امتحان           سال سوم آموزش متوسطه
   

  تحصيليي كل سنجش و ارزشيابي اداره 1390آزاد سراسر كشور در خردادماه سال آموزان و داوطلبان   دانش

 

 نمره  نهايي مرتبط با كتاب جديد درسي امتحانسوالات رديف

  
 

 

p(x)اي   كه چند جملهبيابيد را چنان kمقدار   1   x kx x= − − +3 22 x بر 3   75/0    پذير  بخش1+

    . باشد    

ي  توپي در اختيار داريم كه از هر ارتفاعي كه رها شود، پس از زمين خوردن به اندازه  2  
1

3
  25/1     ارتفاع

   متري5ايم تا به ارتفاع  فرض كنيد اين توپ را از زمين به هوا پرتاب كرده. رود بالا مياوليه خود     

  كند؟ قدرمسافت طي مي بدانيم پس ازشروع پرتاب تا زمان ايستادن، اين توپ چهخواهيم  مي. برسد    
  

a|  : ثابت كنيدa و bبراي هر دو عدد حقيقي   3   b| |a | |b|+ ≤ +  75/0  
  

xي  نامعادله  4   |x |− ≤ −1   25/1    . را با روش هندسي حل كنيد1
    

  1  ي از يكــوان تابعطول وتر اين مثلث را به عن. مترمربع است  سانتي4اي  الزاويه مساحت مثلث قائم  5  

  . به دست آوريد(x)ضلع آن    
  

g(x)اگر   6  
x

=
−

1

3
f و  (x) x= −3   75/1    .هاي زير را به دست آوريد گاه حاصل عبارت  باشد، آن2

      fogD  )ب  ( )( f g)+ 43   لفا( 2
  

تابع   7  

x x

f (x) x

x x

+ < −


= − < <
− >

1 2

1 2 1

2 1

  25/1    ها تابع صعودي، نزولي يا هايي كه در آن  را رسم كنيد و بازه

  .است را مشخص كنيد ثابت    
  

sin(xدرستي اتحاد   8   ) sin x cos x
π

+ = +2
4

  25/1    . را ثابت كنيد
  

  75/0    قدر  چه7روي ضلع به طول  ي روبه  باشد، زاويه7 و 3 ، 1در مثلثي كه طول اضلاع آن   9  

    است؟    
  

cosمقدار   10   (sin )
− π1

8
  1    . را حساب كنيد

  

  

  1   تعريف شده باشد و در اين نقطه حد داشته 3نمودار تابعي را رسم كنيد كه تابع در يك همسايگي  11  

  . باشد3ولي حد آن غير از مقدار تابع در  باشد،    
  

  75/1    .حد توابع زير را محاسبه كنيد  12  

      
x

x
lim

x→

−

−

3

22

8

3 12
  ب(  

x

cos x
lim

x→

−
2

1 2

�
  الف( 

  

f تابع پيوستگي  13   (x) x= − xي   را در نقطه4 = 25/1    . بررسي كنيد4
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  دقيقه150  :مدت امتحان  08:00 :ساعت شروع  رياضي و فيزيك: ي شتهر  حسابان: سوالات امتحان هماهنگ درس

 1390 / 3 / 8 :تاريخ امتحان           سال سوم آموزش متوسطه
   

 مركز سنجش آموزش و پرورش  1390 سال خرداد ماهآموزان و داوطلبان آزاد سراسر كشور در  دانش 

 

 نمره سوالات  رديف

  

 

  a   5/1  درf تعريف شده باشد و ناصفر باشد وaي  ايگي نقطهــي باشد كه در يك همســ تابعfرــاگ  14  

fباشد و  پذير مشتق     (a)′ ≠ �.  

با استفاده از تعريف نشان دهيد كه     
f

1
پذير است و   مشتقa نيز در 

f (a)
( ) (a)
f f (a)

′
′ = −

2

1
.  

  

  25/2    .)لزامي نيستساده كردن ا(: مشتق بگيريد  15  

      
( x )

f (x)
x

−
=

+

2 33 1

1
  الف( 

      g(x) cos x= −1 2   ب( 3

      k(x) tan x sin x
x

− −= + +1 1 4
2   ج( 3

  

 25/1    واحد است16آهنگ تغييرات مساحت يك مربع را نسبت به محيط آن براي مربعي كه محيط آن   16  

    . آوريددست به
    

20  جمع نمرات             

ـن  اولي  

هاي  مجموعه كتاب  

تخصصي رياضي  
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  پاسخ سوالات امتحان هماهنگ �  
 

1-    

  p( ) ( / ) ( ) k( ) ( ) ( / ) k ( / )− = ⇒ − − − − − + = ⇒ =3 21 0 25 2 1 1 1 3 0 25 2 0 25� �  

  
  

  :روشن است كه. ناميم مي nA با زمين را برخوردامين n توپ قبل از  ارتفاع  -2

  n n
A , ... , A , ... ( / )

−
= =3 1

5 5
0 25

9 3
A ,=2

5

3
A ,=1 5  

    :شده توسط توپ بين هر دو برخورد متوالي توپ با زمين عبارت است از  مسافت طيبنابراين  

  a =1�  
n

, , , ... , , ... ( / )
−1

1 1 1
1 0 25

3 9 3

� � �
�  

  n n n

a
q s ( / ) s ( / ) S ( / )

q
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

− −

1 1
0 25 0 25 15 0 25

13 1 1
3

�
  

  

3-  

  |a | a |a |− ≤ <  

  
|b| b |b| ( / ) (|a | |b|) a b |a | |b| ( / )

|a b| |a | |b| ( / )

− ≤ ≤ ⇒ − + ≤ + ≤ +

⇒ + ≤ +

0 25 0 25

0 25
  

  

yنمودار توابع   -4 x= −1 y و 1 |x |= −2   .كنيم  را رسم مي1

 y1مجموعه جواب، مجموعه نقاطي است كه در آن نقاط نمودار  

ي مشتركي  شد و يا دو نمودار نقطه واقع شده باy2زير نمودار 

  )25/0.  (داشته باشند

}با توجه به شكل رسـم شده   }[ , )= + ∞2   )75/0(رسم شكل    مجموعه جواب∪1

  )  25/0.  (باشد مي
  

5-    

    

A
xy ( / ) y ( / ) z x y ( / )

x

z x ( / )

x

= ⇒ = ⇒ = +

⇒ = +

2 2 2

2
2

1
4 0 25 0 25 0 25

2

64
0 25

  

  

6-  

  ( ) ( )( f g) f ( ) g( ) ( / ) ( f g) ( / )+ = + ⇒ + =4 43 2 3 4 2 4 0 25 3 2 32 0   الف(  5

  fog f f fogD {x D | g(x) D } ( / ) D {x | } ( / )
x

= ∈ ∈ = ≠ ∈
−

1
0 25 3 0 5

3
  ب(  �

y x= −1 1

y |x |= −2 1

y

x
z
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  fogD { } ( / )= − 3 0 25�  

  )5/0(رسم شكل   -7

  

  

) در fتابع    , )−∞ ) صعودي اكيد و در 2− , )−2  ثابت و در 1

( , )+   )75/0. ( نزولي اكيد است1∞

  

8-  

  sin(x ) (sin x cos cos x sin ) (sin x cos x )

( / ) ( / )

π π π
+ = + = × + ×

1 1
2 2 2

4 4 4 2 2
0 5 0 5

  

  
sin x cos x

( / )

= +

0 25
  

  

9-  

  cos ( / ) cos ( / ) ( / )= + − × × × θ ⇒ θ = ⇒ θ =2 2 2 1
7 1 3 2 1 3 0 25 0 25 6 0 25

2
�  

  

10-  

  cos (cos( )) cos (cos( ))

( / ) ( / ) ( / )

− −π π π π
− = =1 1 3 3

2 8 8 8
0 5 0 25 0 25

  

  

برقراري شرط مساوي نبودن حد با مقدار تابع در ) 5/0  (3 داشتن حد و تعريف شدن در همسايگي شرطبرقراري   -11

  )5/0  (3ي  نقطه
  

12-  

  
x x x

cos x sin x sin x
lim lim lim ( )

xx x→ → →

−
= = =

2
2

2 2

1 2 2
2 2

� � �
  الف(  

  )25/0(  )25/0(  )25/0(  

  
x x x

x (x )(x x ) x x
lim lim lim

(x )(x ) (x )x→ → →

− − + + + +
= = =

− + +−

3 2 2

22 2 2

8 2 2 4 2 4
1

3 2 2 3 23 12
  ب(  

  )25/0(  )25/0(  )25/0(  

  

13-  

  f ( ) =4 �  
x x

lim x lim x
+→ →

− = − =
4 4

4 4 �  
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xپس تابع در  =   )25/0(  )25/0(  )25/0(  )25/0.  ( پيوسته است4

14-  

  
h h

f (a) f (a h)

f (a h) f (a) f (a h)f (a)
( ) (a) lim lim
f h h

( / ) ( / )

→ →

− +
−

+ +
′ = =

1 1

1

0 5 0 25

� �
  

 h

(f (a h) f (a)) f (a)
lim

h f (a h)f (a) f (a)

(. / ) ( / )

→

′− + − −
= × =

+ 2

1

5 0 25

� 

  

15-  

  
( x )

f (x)
x

−
=

+

2 33 1

1
  الف(  

  
( x)( x ) (x ) ( x )

f (x) ( / )

(x )

− + − × −
′ =

+

2 2 2 2

2

3 6 3 1 1 1 3 1
0 75

1
  

  g(x) cos x= −1 2   ب(  3

  
sin x

g (x) ( / )
cos x

′ =
−

6 3
0 75

2 1 2 3
    

  k(x) tan x sin x
x

− −= + +1 1 4
2   ج(  3

  k (x) ( / )

x xx

′ = + −
+ −

2 22

2 3 4
0 75

1 1
  

  

16-  

  (p)

( )

p p p
s x , p x ( / ) x ( / ) s ( / ) s ( / )

s ( / )

′= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =

′⇒ =

2
2

16

4 0 25 0 25 0 25 0 25
4 16 8

2 0 25
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  دقيقه150  :مدت امتحان   صبح09:00 :ساعت شروع  رياضي و فيزيك: ي رشته  حسابان: هنگ درسسوالات امتحان هما

 1390 / 6 / 7 :تاريخ امتحان           سال سوم آموزش متوسطه
   

 مركز سنجش آموزش و پرورش  1390 سال  ماهشهريورآموزان و داوطلبان آزاد سراسر كشور در  دانش 

 

 نمره سوالات  رديف

  

 

,ي حسابي  در دنباله  1   , , , ...2 6 1   1     ��2مله را بايد جمع كنيم تا حاصل از  حداقل چند ج�14

      .تر شود بيش    
  

)حاصل عبارت   2   )
x

− 52
  75/0    . را به دست آوريد1

  

p(x)ي  رو نمودار سهمي به معادله روبهدر شكل   3   ax bx c= + +2    25/1  

  . را تعيين كنيدc و a ، bضرايب . داده شده است    

  

  
  

xي  نامعادله  4  
x

≤
1

  1    . را با روش هندسي حل كنيد و مجموعه جواب را به دست آوريد

  

yتابع   5   | x |= − −1   25/1    به.  و نمودار آن را رسم كنيداي بنويسيد  را به صورت يك تابع چند ضابطه3

  .كمك نمودار برد آن را معلوم كنيد    

زوج يا فرد بودن تابع   6  
x x

y

x

−
=

−

3

2

3

1
  1    . را معلوم كنيد

    

  75/0    شده رو عبارات داده  در شكل روبهf و gبا استفاده از نمودار توابع   7  

  .را محاسبه كنيد  

)) الف     )( )f g+ 1  

)) ب     )( )fog 2  
  

fاگر   8   (x) x= −4 g(x) و 3 x= + gof) ، تابع 2 )
  1    . را حساب كنيد1−

sinاشند و هايي در ربع سوم ب  زاويهβ و αاگر   9   α = −
4

5
cosβ و  = −

5

13
)sin ، مقدار  )α + β  25/1  

  .را محاسبه كنيد    
  

tanي  معادله  10   x tan x =2   25/1    . را حل كنيد1
  

cos(tanمقدار   11   ( ))
− −1   5/0    . را حساب كنيد3



  حسابان سال سوم آموزش متوسطه    218 

 

  دقيقه150  :مدت امتحان   صبح09:00 :ساعت شروع  رياضي و فيزيك: ي رشته  حسابان: سوالات امتحان هماهنگ درس

 1390 / 6 / 7 :تاريخ امتحان           سال سوم آموزش متوسطه
   

 ي كل سنجش و ارزشيابي تحصيلي اداره  1390 سال  ماهشهريورآموزان و داوطلبان آزاد سراسر كشور در  دانش 

 

 نمره  نهايي مرتبط با كتاب جديد درسي امتحانسوالات رديف

  
 

 

  75/0    تعريف2 تعريف نشده باشد ولي در يك همسايگي محذوف2ابعي را رسم كنيد كه تابع درنمودار ت  12  

  . و در اين نقطه حد داشته باشدشده باشد    

  5/2    .حد توابع زير را محاسبه كنيد  13  

      
x

cos x
lim

x
sin

+→

−1 2

2
�

  ج( 
x

x
lim

x→

−

−2

2

2 2
  ب( 

x

x x
lim

x→−

− −

−

3

21

2 1

1
  الف( 

آيا تابع   14  
x

f (x)
x

−
=

−

2 4

2
  75/0     پيوسته است؟ چرا؟2 در 

    

fبا استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع   15   (x)
x

=
+

1

1
x را در  =   1    . حساب كنيد2

  

  3    .)ساده كردن الزامي نيست(. مشتق توابع زير را حساب كنيد  16  

      f (x) sin( x )= +2   الف( 5

      
x

g(x)

( x )

=
+ 32 1

     ب( 

      k(x) ( tan x)cos x
−= +   ج( 11

  

yنقاطي از نمودار تابع  17   x x= − −3 2   1   موازي را تعيين كنيد كه خط مماس بر منحني در اين نقاط 1

  .نيمساز ربع اول و سوم باشد    

  20  جمع نمرات      
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  پاسخ سوالات امتحان هماهنگ �  
 

1-    

  
n[ a (n )d] n[ (n ) ]

S ( / ) ( / )
+ − + −

= ⇒ >
2 1 4 1 4

0 25 2 0 25
2 2

� �    

n.  جمله بايد جمع كنيم11حداقل )   25/0(   ( / ) n> ⇒ >24 4 0 25 1� � �  
  

  )25/0(هر دو جمله   -2

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x x x x x

− = − + − + −5 2 3 4 52 2 2 2 2 2
1 1 5 1 1 5� �  

  

3-  

  ( , ) P( ) c c ( / )⇒ = + + = ⇒ =1 1 1 0 25� � � �  

  ( , ) P( ) a b a b ( / )− ⇒ = + + = − ⇒ + = −2 1 2 4 2 1 1 4 2 2 0 25  

  a ( / )=
1

0 25
2

  و  
a bb b

x b a ( / ) b ( / )
b aa a

+ = −− −
= ⇒ = ⇒ − − = ⇒ ⇒ = −

− − =

4 2 2
2 4 0 25 2 0 25

42 2
�

�
  

  

yرسم نمودار   -4
x

=
1

)   5/0(  

yرسم نمودار    x=)  25/0(  

  )25/0    ([ , )= +    مجموعه جواب1∞

  
  

  

5-  

  )5/0   (
x x

y
x x

− ≥
= 

− − <

4 1

2 1
  

  [ , ) ( / )− + ∞3 0   برد تابع : 25

  )5/0(رسم شكل     

6-  

  
( x) ( x) x x

f ( x) ( / ) f ( x)

( x) x

− − − − +
− = ⇒ − =

− − −

3 3

2 2

3 3
0 25

1 1
  

. تابع فرد است)   25/0(  
(x x)

f ( x) ( / ) f (x) ( / )

x

− −
− = = −

−

3

2

3
0 25 0 25

1
  

  

7-  

  (f g)( ) f ( ) g( ) ( ) ( / )+ = + = + − = −1 1 1 1 1 0   الف(  �25

  (fog)( ) f (g( )) f ( ) ( / )

( / )

= = =2 2 1 0 25

0 25

  ب(  �
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8-  

  y (gof )(x) g(f (x)) x x ( / )= = = − + = −4 3 2 4 1 0 25  

  

y x x
x y (gof ) (x) ( / )

( / )

−+ + +
= ⇒ = ⇒ =11 1 1

0 5
4 4 4

0 25

  

9-  

  sin cos sin ( / )
−

α = ⇒ α = − − α = − − = −24 16 3
1 1 0 25

5 25 5
  

  cos sin cos ( / )
−

β = ⇒ β = − − β = − − = −25 25 12
1 1 0 25

13 169 13
  

  

( / )

sin( ) sin cos sin cos ( )( ) ( )( ) ( / )
− − − −

α + β = α β + β α = + =

0 25

4 5 3 12 56
0 25

5 13 5 13 65
  

  

10-  

  
tan x tan x tan x cot x tan x tan( x) ( / )

tan x

( / ) ( / )

π
= ⇒ = = ⇒ = −

1
2 1 2 2 0 25

2

0 25 0 25

  

  

k
x k x x k x ( / )

( / )

π π π π
= π + − ⇒ = π + ⇒ = +2 3 0 25

2 2 3 6

0 25

  

  

11-  

( )( )
( )

( )

/

cos tan cos /
− π 

− = − = 
 

1

0 25

1
3 0 25

3 2
  

  
  

  )75/0.  ( شدههاي خواسته  نمودار با هر يك از شرطرسم  -12

  

13-  

  
( )

x x x

(x x ) xx x x x
lim lim lim ( / )

(x )(x ) xx→− →− →−

− − +− − − −
= = =

− + − −−

23 2

21 1 1

1 12 1 1 1
0 25

1 1 1 21
  الف(  

  

  
x x

x x (x )( x )
lim lim

xx x→ →

− + − +
× = =

−− +2 2

2 2 2 2 2 2

2 42 2 2 2
  ب(  

    

  
x x

(x )( x ) x
lim lim

(x )

( / ) ( / )

→ →

− + +
= =

−2 2

2 2 2 2 2
2

2 2 2
0 25 0 25

  

)25/0(  

)25/0(  

)25/0(  )25/0(  
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x x x

cos x | sin x | sin x
lim lim lim ( / )

x x x
sin sin sin

+ + +→ → →

−
= = = =

1 2 2 2 2
2 2 0 25

1

2 2 2 2
� � �

  ج(  

  

  )5/0.  ( تعريف نشده است2زيرا تابع در ) . 25/0(خير    -14

15-  

  
x x x

( / )

(x )

f (x) f ( ) (x )x
f ( ) lim lim f ( ) lim

x x x

( / ) ( / )

→ → →

− +
−

− ++′ ′= = = =
− − −2 2 2

0 25

3 11 1
2 3 11 32 2

2 2 2

0 25 0 25

  

  
( )

x x

x

x
lim lim ( / )

x (x )→ →

− +

+ − −
= =

− +2 2

2

3 1 1 1
0 25

2 3 1 9
  

  

16-  

  f (x) sin( x ) f (x) cos x
x

′= + ⇒ = +
+

2
2 5 2 5

2 2 5
  الف(  

    

  

  
( x ) ( )( x ) x

x x
g(x) g (x)

( x ) ( x )

+ − +

′= ⇒ =
+ +

3 2

3 6

1
2 1 3 2 2 1

2

2 1 2 1
  ب(  

    

  k(x) ( tan x)cos k (x) ( tan x)cos x ( tan x)

x

− − −
′= + ⇒ = + + +

−

1 2 1

2

1
1 1 1

1
  ج(  

  
  

17-  

  
y x ( / )

x

y x m ( / )

′ = −
⇒ − =

= ⇒ = 

2
23 2 0 25

3 2 1
1 0 25

  

  
x x y ( / )

x y ( / )

= ⇒ = ⇒ = −

⇒ = − ⇒ =

2 1 1 2 0 25

1 0 25�
  

  

)25/0(  )25/0(  

)25/0(  
)5/0(  

)5/0(  )5/0(  

)25/0(  

)5/0(  
)5/0(  



 

 

    

  هاي مكمل همكاران كتاب

  . اند هاي مكمل استفاده نموده اين ليست حاوي استاداني است كه در تدريس خود از كتاب
   . قيد نماييمهايمان كتاب درنمايند هاي مكمل استفاده مي ابكت داريم تا هر سال نام استاداني كه ازقصد

  .ها، به ما اطلاع دهيد لطفاً در صورت استفاده از اين كتاب
  

  

  نام استادان  منطقه يا شهر  نام دبيرستان
  انواريآقاي    تهران1  ايراندبيرستان پسرانه 

  جاريانيخانم    تهران1  طلوع اميددبيرستان دخترانه 

  ابراهيميخانم    تهران1  خاورمنشدبيرستان دخترانه 

  جارياني مخان   تهران1  فرشتهدبيرستان دخترانه 

  كوكبي و همكاري خانم خواه گلخانم   ران ته1  آزادگانهنرستان دخترانه 

  زاده ارباب و ابراهيمي: ها خانم   تهران1  تهرانيخان  زهره هاديدبيرستان دخترانه 

  آبادي فيضخانم    تهران1  فراستدبيرستان دخترانه 

  ابيضيخانم    تهران1  نيا تقويدبيرستان دخترانه 

  غيبيخانم    تهران1  بوعليدبيرستان دخترانه 

     تهران2  ةمشكاتان دخترانه دبيرس

  شريفيآقاي    تهران2  پيام معلمدبيرستان پسرانه 

  عليپورخانم    تهران2  رهنمادبيرستان دخترانه 

  زاده يوسفآقاي    تهران3  تدبير شمسدبيرستان پسرانه 

  هراتيخانم    تهران3  ايراندبيرستان دخترانه 

  جعفريان و ظرين: ها خانم   تهران3  آيين روشندبيرستان دخترانه 

  عباسيخانم    تهران4  ...خواجه عبدادبيرستان دخترانه 

  باصريآقاي    تهران4  آذين علمدبيرستان پسرانه 

  پهلوان مقدمخانم    تهران4  شرافتدبيرستان دخترانه 

  عارفخانم    تهران4  حقيقتدبيرستان دخترانه 

  پيما عرضخانم    تهران4  آبسالدبيرستان دخترانه 

  پورايمانخانم    تهران4  )ع (چهارده معصوم دخترانه دبيرستان

  رمضانيخانم    تهران4  )ع (امام محمد باقردبيرستان دخترانه 

  جليليآقاي    تهران4  توحيددبيرستان پسرانه 

  شاطريانخانم    تهران5  نوريدبيرستان دخترانه 

  سواحليخانم    تهران5  حكمتدبيرستان دخترانه 

  برهانيخانم    تهران5  عترتدبيرستان دخترانه 

  محرابيخانم    تهران5  رهروان معرفتدبيرستان دخترانه 

  كريميانآقاي    تهران5  نورالمهديدبيرستان پسرانه 

  خرميآقاي    تهران5  هوشياردبيرستان پسرانه 

   ابداليو غيبيخانم    تهران6  بوعليدبيرستان دخترانه 

  ابداليم خان   تهران6  )س (حضرت زهرادبيرستان دخترانه 

  جعفرزادهخانم    تهران7  نداي آزاديدبيرستان دخترانه 

  ربيعيخانم    تهران7  )س (خديجه كبريدبيرستان دخترانه 

  محمدي گلآقاي    تهران7  )ره (علامه امينيدبيرستان پسرانه 

  باصريآقاي    تهران8  سوقومونياندبيرستان پسرانه 



 

 

  يعمادخانم    تهران8  الهامدبيرستان دخترانه 

  رويانخانم    تهران8  نويندبيرستان دخترانه 

  احمديآقاي    تهران8  كميلدبيرستان پسرانه 

  شرافتيخانم    تهران8  تزكيهدبيرستان دخترانه 

  پور عيسيآقاي    تهران8  پيشرودبيرستان پسرانه 

  ناظميخانم    تهران8  رضواندبيرستان دخترانه 

  رب عامريعآقاي    تهران8  خوارزميدبيرستان پسرانه 

  جو نصرت و سلطاني، اميدي: آقايان   تهران8  دانشمنددبيرستان پسرانه 

  پور كوچكآقاي    تهران8  شهيد حسينيدبيرستان پسرانه 

  سليميخانم    تهران8  فاطميهدبيرستان دخترانه 

  شيرزادخانم    تهران8  آيتدبيرستان دخترانه 

  خرميآقاي    تهران8  خوارزميدبيرستان دخترانه 

  علويآقاي    تهران8  دكتر حسابيبيرستان پسرانه د

  عليزادهخانم    تهران9  حجابدبيرستان دخترانه 

  خليليآقاي    تهران9  توحيددبيرستان پسرانه 

  عبوديخانم    تهران11  علوياندبيرستان دخترانه 

  شريفيخانم    تهران12  علوياندبيرستان دخترانه 

  منتظرانآقاي    تهران12  ميلاد طاهادبيرستان پسرانه 

  جعفريخانم    تهران13  معرجدبيرستان دخترانه 

  براريآقاي    تهران13  )ع ( امام رضادبيرستان پسرانه

  جعفريخانم    تهران13  ) س (نداي فاطمهدبيرستان دخترانه 

  همتيخانم    تهران14  وليعصردبيرستان دخترانه 

  جعفرزادهخانم    تهران15  )ص (رسول اكرمدبيرستان دخترانه 

  مژگانيخانم    تهران15  باقرالعلومدبيرستان پسرانه 

  فرهاديخانم    تهران16  الزهراءدبيرستان دخترانه 

  شريفيآقاي    تهران16  الهيدبيرستان پسرانه 

  ياوريخانم    تهران17  برهاندبيرستان دخترانه 

  سرابيخانم    تهران19  ارشاددبيرستان دخترانه 

  زاده يوسفآقاي   شهر ري تهران  حكمتدبيرستان پسرانه 

  يوسفيآقاي   غربي آذربايجان  شهيد مطهرهدبيرستان پسرانه شاهد 

  نظريآقاي   اصفهان  صائبدبيرستان پسرانه 

  نصرآقاي   اصفهان  )ع (امام محمد باقردبيرستان پسرانه 

  بيطائآقاي   اصفهان  جامعدبيرستان پسرانه 

  يخيانشخانم   اصفهان  باهنردبيرستان دخترانه 

  رستميانخانم   اصفهان   بهمن22دبيرستان دخترانه 

  فصيحيخانم   اصفهان  الهدي بنتدبيرستان دخترانه 

  قديريآقاي   فولادشهر اصفهان  كمالدبيرستان پسرانه 

  حيدريخانم   البرز  شرافتدبيرستان دخترانه 

  پارسيخانم   البرز  انقلابهنرستان دخترانه 

  ارجمندآقاي   لبرزا  اميركبيردبيرستان پسرانه 

  عليپورآقاي   البرز  )ع (امام جعفر صادقدبيرستان پسرانه 

  عزيزخانيخانم   البرز  سميهدبيرستان دخترانه 



 

 

  سلطانيآقاي   البرز  ستار لطفيدبيرستان پسرانه 

  سهرابيآقاي   البرز  سارادبيرستان دخترانه 

  عليپورآقاي   البرز  دشااردبيرستان پسرانه 

  ياوريخانم   البرز  دكتر حسابينه دبيرستان دخترا

  صالحي و حسيني: آقايان  اهر  اميركبيرهنرستان پسرانه 

  زاده قليآقاي   اهر  رهنموندبيرستان پسرانه 

  خليليآقاي   اهواز  انديشهآموزشگاه پسرانه 

  عامريآقاي   اهواز  شهيد شيخانيدبيرستان پسرانه 

  خليليآقاي   اهواز  انديشهدبيرستان پسرانه 

  زماني آقاي  تبريز  طالقانيرانه پسرستان دبي

  باغيصآقاي   تبريز  سروشدبيرستان پسرانه 

  منتظريآقاي   تبريز  صادقيهدبيرستان پسرانه 

  زاده وليخانم   تبريز  سردار مليدبيرستان دخترانه 

  اصلانيخانم   تبريز  ريحانهنرستان دخترانه 

  شكريخانم   تبريز  پروين اعتصاميدبيرستان دخترانه 

  آوخ و عسگري: آقايان  تبريز  ثامن ائمهدبيرستان پسرانه 

  شريفي و  احمدپور:آقايان  تبريز  شهيد قاضيدبيرستان پسرانه 

  سپهريآقاي   تبريز  دهخدادبيرستان پسرانه 

  بختيآقاي   تبريز  امير خيزيدبيرستان پسرانه 

  زاده قليخانم   تبريز  رهنموندبيرستان دخترانه 

  مهدوي و اتحادنژاد، عباسي: ها خانم  تبريز  فاطميهدبيرستان دخترانه 

  بخشيخانم   تبريز  مرداني آذردبيرستان دخترانه 

  صادقيانخانم   تبريز  انقلاب اسلاميدبيرستان دخترانه 

  رستميآقاي   تبريز  شهيد رضاييدبيرستان پسرانه 

  پور سليمانخانم   خراسان جنوبي  شاهددبيرستان دخترانه 

  امجديخانم   خراسان جنوبي  فدكه دبيرستان دختران

  نادريخانم   خراسان رضوي  پژوهشدبيرستان دخترانه 

  كوششخانم   سيرجان  فرزانگاندبيرستان دخترانه 

  گوهريخانم   شبستر  الدين برهاندبيرستان دخترانه 

  لو حسنخانم   شهر قدس  ايثاردبيرستان دخترانه 

  فيعيرآقاي   شهر قدس  )ع (امام عليدبيرستان پسرانه 

  شاهينآقاي   شيراز  شهيد رضاييدبيرستان پسرانه 

  پاردسوييخانم   شيراز  الهدي صدر بنتدبيرستان دخترانه 

  زاده علامهخانم   شيراز  حجابدبيرستان دخترانه 

  حسينيخانم   شيراز  ستارگاندبيرستان دختران 

  نوبهارخانم   شيراز  علوم پزشكيدبيرستان دخترانه 

  خادميآقاي   شيراز  صدراملادبيرستان پسرانه 

  عمرانيانخانم   شيراز  برادران توكليدبيرستان دخترانه 

  تيره جمالآقاي   كردستان  سيد قطبدبيرستان پسرانه 

  يوسفيآقاي   مهاباد  شهداي اسلامدبيرستان پسرانه 

  درآيشآقاي   هرمزگان  دانشگاهدبيرستان پسرانه 

  آزاد موفقخانم    دمشق-سوريه   )ع(حضرت زينب مجتمع 
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